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ΠΡρΟΛλΛΟΙΤΟΣ 

Το παρόν βιβλίο αποτελεί ένα ακόµα βήμα της Ελληνικής Μαθηματικής 
Εταιρείας στη συνεχή προσπάθειά της για την αναβάθμιση της μαθηματικής 
παιδείας στη χώρα µας, για την υποστήριξη του έργου τῶν μαθηματικών αλλά 
και για την υποβοήθηση της μελέτης μαθητών και σπουδαστών. 

Ο κύριος στόχος του βιβλίου είναι η όσο το δυνατόν πληρέστερη παρουσί- 
αση τῶν Μαθηματικών Ολυμπιάδων, ενός θεσμού στον οποίο η Ελληνική 
Μαθηματική Εταιρεία έχει μακρά και συνεχή παράδοση. 

Το βιβλίο είναι το πρώτο µιας σειράς μαθηματικών βιβλίων που η Ελληνι- 
κἡ Μαθηματική Εταιρεία µέσω της Επιτροπής Διαγωνισμών έχει αποφασίσει 
να προσφέρει στους Έλληνες µαθητές, Θα ακολουθήσει η έκδοση βιβλίου µε 
όλα τα θέµατα τῶν Βαλκανικών Μαθηματικών Ολυμπιάδων Μεγάλων και 
Νέων, η έκδοση τῶν θεμάτων των Διαγωνισμών της Ελληνικής Μαθηματικής 
Εταιρείας, καθώς και η έκδοση βιβλίων σε όλες τις θεματικές ενότητες των 
Διεθνών Μαθηματικών Ολυμπιάδων. 

Το Διοικητικό Συμβούλιο της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας (ΕΕ Μ.Ε.) 
θεωρεί υποχρέωσή του να εκφράσει τις θερμές ευχαριστίες του 

α) Προς τον πρόεδρο της Επιτροπής Διαγώνισμών της Ελληνικής Μαθη- 
µατικής Εταιρείας και τα µέλη της που αποτελούν τη συγγραφική ομάδα: 


Ανάργυρο Φελλούρη, Ἐπίκουρο Καθηγητή του Εθνικού Μετσοβίου Πολυτεχνείου, 
Παναγιώτη Βλάμο,  Διῤάκτορα Μαθηματικών του Εθνικού Μετοοβίου Πολυτεχνείου, 
Αντώνη Δούναβη, Μαθηματικό 
Σωτήρη Λονρίδα, Μαθηματικό 
Ευστράτιο Ράππο. Μαθηματικό 


οι οποίοι κατέβαλαν επίπονη και μακροχρόνια προσπάθεια για τη συγγραφή 
και την επιμελημένη παρουσίαση του βιβλίου. 


β) Προς το συνεργάτη της Ε.Μ.Ε. Στέλιο Μαραγκάκη για την επιμέλεια 
τῆς έκδοσης και την κ. Ανδρονίκη Μαστοράκη για την επιμελημένη δακτυλο- 
γράφηση του βιβλίου. 


Αθήνα, Φεβρουάριος 2001 


Το Διοικητικό Συμβούλιο της E. M. E. 


ΠΡΟΛΟΓΟΣ ΣΥΓΓΡΑΦΟΦ Ε { Ν 


Οι Διεθνείς Μαθηματικές Ολυμπιάδες (Δ.Μ.Ο.] εἶναι πλέον ένας θεσμός 
υψηλοτάτου ενδιαφέροντος, αφού απὀ την πρώτη Δ.Μ.Ο. που έγινε στη Ρου- 
μανία το 1959 µε συµµετοχή 7 χωρών και 58 μαθητών έχουµε φθάσει στην 413 
Δ.Μ.Ο. που έγινε τον Ιούλιο του 2000 στη Ν. Κορέα µε συµµετοχή 82 χωρών 
και 466 μαθητών. 


Η εξαιρετική και συνεχής ανάπτυξη των Δ.Μ.Ο. έχει πολλές εξηγήσεις, 
Πολλοί λένε ὅτι τα Μαθηματικά είναι µια σηµαντική και δυναμική επιστήμη 


που ασκεί µε την πάροδο του χρόνου ολοένα και μεγαλύτερη επιρροή στην 
πορεία άλλων επιστημών και έχει µεγάλη συνεισφορά στην εμφάνιση νέων τε- 
χνολογιών, µιας καλύτερης ποιότητας ζωής και πιθανώς µιας νέας κοινωνίας, 
Πιστεύουμε ότι οι προηγούμενες εξηγήσεις δεν είναι αρκετές για να καταλάβει 
κανείς γιατί τόσοι πολλοί νεαροί µαθητές σε όλα τα µήκη και πλάτη της γής ᾱ- 
φοσιώνονται στη λύση δύσκολων μαθηματικών προβλημάτων, εργαζόµενοι 
σκληρά μέρες, µήνες, ακόµα και χρόνια µε σκοπό τη συµµετοχή τους σε µια 
Δ.Μ.Ο. Η κατάλληλη εξήγηση µπορεί να βρεθεί στη φύση των Μαθηματικών 
και στη γοητεία που ασκούν σε όλους αυτούς τους νεαρούς µαθητές. 


Ἔχοντες συναίσθηση του καθήκοντος απέναντι σε όλους αυτούς τους νεα- 
ρούς µαθητές σε όλα τα µέρη της Ελλάδος, αφιερώνουµε πρώτα σε αυτούς το 
παρόν βιβλίο. 

Έναυσμα για την προσπάθεια αυτή αποτέλεσε και ο συνάδελφος µαθηµα- 
τικός που θέλει να προωθήσει την ιδέα των διεθνών διαγωνισμών αλλά και ε- 
κείνων της Ελληνικής Μαθηματικής Εταιρείας, Πιστεύουμε ὅτι του προσφέ- 
ρουµε ένα σηµαντικό βοήθηµα στην προσπάθειά του αυτή. 

Ὁμως δεν θα μπορούσαμε να ξεχάσουμε τις Ἱερές σκιές των Αρχαίων Ελ- 
λήνων Μαθηματικών, που είναι απὀ τους πρώτους που έδωσαν τα φώτα τους 
σε ολόκληρο τον κόσμο σε μαθηματικά προβλήµατα Γεωμετρίας και Θεωρίας 
Αριθµμών, βασικά συστατικά των προβλημάτων τα οποία εξετάζονται στις 
Δ.Μ.Ο. Αξίζει για αυτό να αναφέρουμε τη γνώµη του μεγάλου Ρουµάνου γεῶ- 
µέτρη και ποιητή Dan Barbilian (από την εισήγηση του αρχηγού της Ρουμανι- 
κής ομάδας Μ. Becheanu στην 40η Δ.Μ.Ο. του Βουκουρεστίου το 1999]: 


H πόρτα για να εισέλθει κανείς στον αρχαίο Ελληνικό κόσµο δεν εἶναι κατ᾽ 
ανάγκην ο Όμηρος, Η Ελληνική Γεωμετρία είναι µία πόρτα ανοικτή διάπλατα, 
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που προσφέρει στα μάτια ἑνα λιτό αλλά ουσιώδες τοπίο. ο Πλάτων µας ἑδωσε 
τη δυνατότητα να καταλάβουμε την ασυμμετρία του λόγου της διαγωνίου προς 
την πλευρά του τετραγώνου και ο Πλάτων επίσης µας βοήθησε να απαριθµή- 
σουµε τα πέντε κανονικά πολύεδρα». 


Η προσπάθειά µας αυτή, στο πλαίσιο τῶν εκδόσεων της Ελληνικής Μαθη- 
µατικής Εταιρείας πιστεύουμε ὅτι θα έχει συνέχεια µε τη συγγραφή και άλλων 
βιβλίων για διαγωνισμούς, Σκοπός τους θα είναι η δηµιουργία της κατάλληλης 
υποδομής για την προετοιμασία τῶν μαθητών για τους διαγωνισμούς της Ελ- 
ληνικής Μαθηματικής Εταιρείας, τις Βαλκανικές Μαθηματικές Ολυμπιάδες, 
και τις Διεθνείς Μαθηματικές Ολυμπιάδες. 


Αθήνα, Φεβρουάριος 2001 Οι συγγραφείς 
Α. Φελλούρης 
ΗΠ. Βλάμος 
Α. Δούναβης 
Σ. Λουρίδας 
E. Ράππος 
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ΟΙ ΔΙΕΘΝΕΙΣ ΜΑΟΘΟΗΜΑΤΙΚΕΣ ΟΛΥΜΠΙΑΛΕΣ 


α. Ιστορική αναδρομή 

Η πρώτη Διεθνής Μαθηματική Ολυμπιάδα (ΔΜΟ) έγινε το 1959, ὅηλα- 
δή πριν 4] χρόνια, στο Βουκουρέστι της Ρουμανίας. Την πρωτοβουλία για 
τη διοργάνωση είχε η Ρουμανική Ἑταιρεία Μαθηματικών και Φυσικής, η ο- 
ποία είχε µακρά παράδοση διοργανώσεων διαγωνισμών στα Μαθηματικά 
καιτη Φυσική. 

Τα πρώτα χρόνια συμμετείχαν μόνο οι Ευρωπαϊκές Σοσιαλιστικές χώ- 
ρες, όπως η Ρουμανία, Ουγγαρία, Τσεχοσλοβακία, Βουλγαρία, Πολωνία, 
Σοβιετική Ένωση και η τέως Ανατολική Γερμανία. Η πρώτη µη Ευρωπαϊκή 
χώρα που έλαβε µέρος ήταν η Μογγολία το 1964. Η πρώτη Ευρωπαϊκή µη 
Σοσιαλιστική χώρα που έλαβε µέρος ήταν η Φιλανδία το 1965. Οι Ηνωμέ- 
νες Πολιτείες της Αμερικής έλαβαν µέρος για πρώτη φορά το 1974 στο Βε- 
ρολίνο της τέως Ανατολικής Γερμανίας, ενώ η Ελλάδα έλαβε µέρος για 
πρώτη φορά το 1975 στη Σόφια της Βουλγαρίας. Ἡ μοναδική χρονιά που 
δεν έγινε η ΔΜΟ ήταν το 1980. 


{. Κανονισμοί 
Σύμφωνα µε τους κανονισμούς οι σκοποί των Διεθνών Μαθηματικών 
Ολυμπιάδων είναι οι εξής: 


5». ἎΝα ανακαλύψουν και να ενθαρρύνουν τους προικισµένους στα Μαθη- 
µατικά νέους ανθρώπους, καθώς και να διεγείρουν την ευγενή άμιλλα 
μεταξύ αυτών, σε όλες τις χώρες, 

5. ὙΝαά συνάψουν φιλικές σχέσεις μεταξύ Μαθηματικών από όλες τις χώ- 
ρες. 

ο» Ὑα δημιουργήσουν δυνατότητες για την ανταλλαγή πληροφοριών για 
τα Σχολικά προγράµµατα όλων τῶν χωρών. 

Η συµµετοχή σε µία ΔΜΟ γίνεται µε πρόσκληση από τη διοργανώτρια 
χώρα. Κάθε προσκαλούµενη χώρα έχει το δικαίώὠµα να στείλει µία ομάδα 
που θα αποτελείται απὀ έναν αρχηγό, ἑναν υπαρχηγό και από 6 το πολύ µα- 
θητές, οι οποίοι δεν πρέπει να έχουν αρχίσει σπουδές σε κάποιο Πανεπι- 
στήµιο ἡ σε οποιοδήποτε άλλο ισοδύναμο Μεταλυκειακό Ίδρυμα. Επιπλέον 
οι διαγωνιζόμενοι δεν πρέπει να έχουν συμπληρώσει τα 20 χρόνια τους κα- 
τά τη δεύτερη ημέρα του διαγωνισμού. 

Ο διαγωνισμός γίνεται σε δύο διαδοχικές ηµέρες, Κάθε ηµέρα δίνονται 
στους διαγωνιζόµενους προς επίλυση 3 προβλήµατα διαφορετικής δυσκολί- 
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ας µε διάρκεια εξέτασης 4 ώρες και 30 λεπτά. Κάθε πρόβλημα έχει ὡς µέγι- 
στη βαθμολογία τις 7 µονάδες. 

Τα εξεταζόµενα προβλήµατα επιλέγονται απὀ το Συμβούλιο των Αρχη- 
γών (10Γγ) σε διαδοχικές συνεδριάσεις που προηγούνται του διαγωνισμού, 
µέσα απὀ ἑνα σύνολο 25 περίπου προβλημάτων που έχουν ήδη επιλεγεί απὀ 
την Επιτροπή Επιλογής Προβλημάτων Problem Selection Committee) της 
διοργανώτριας χώρας. Η επιλογή της παραπάνω λίστας προβλημάτων γίνε- 
ται απὀ τα προβλήματα που αποστέλλουν οι συμμετέχουσες χώρες στην Ἑ- 
πιτροπή Επιλογής Προβλημάτων. Κάθε συμμµετέχουσα χώρα, πλην της 
διοργανώτριας µπορεί να στείλει µέχρι 6 προβλήµατα. 

Η τελική βαθμολογία κάθε διαγωνιζόµενου αποφασίζεται απὀ τους 
βαθμολογητές της διοργανώτριας χώρας Coordinators), µε τη βοήθεια των 
αρχηγών και υπαρχηγών των ομάδων οἱ οποίοι μεταφράζουν τις λύσεις των 
μαθητών, ὅταν αυτό είναι αναγκαίο, 

Οι αριθμοί των πρώτων, δεύτερων και τρίτων βραβείων που απονέµο- 
νται είναι κατά προσέγγιση σε αναλογία 1:2:3. Ο συνολικός αριθµός των 
παραπάνω βραβείών δεν πρέπει να ξεπερνάει το μισό του αριθμού των δια- 
γωνιζομένων. Για τους διαγωνιζόµενους που δεν πήραν κάποιο από τα πα- 
ραπάνω βραβεία, αλλά σε κάποιο πρόβλημα βαθµολογήθηκαν µε το µέγι- 
στο των 7 βαθμών, υπάρχει η απονοµή πιστοποιητικού εύφηµης µνείας 
(ποποταδίς mention). 


΄.. Στατιστικά στοιχεία 
Στη συνέχεια δίνουµε ένα πίνακα µε πλήρη στοιχεία που καλύπτει όλες 
τις ΔΜΟ απὀ το 1959 μέχρι καιτο 2000, 
Στον πίνακα αυτό για κάθε κράτος που έχει λάβει µέρος σε µία τουλά- 
χιστον ΔΜΟ φαίνονται: 
ο Το όνομά του και ο κὠδικόςτου, (ΚΡΑΤΟΣ --ΚΩΛ.). 
5». Το πρώτο έτος συμμετοχής του σε µία ΔΜΟ, (ΕΤΟΣ, 
5» ϱ αριθµόςτων συμμετοχών του σε δΔΜΟ, (ΣΥΜ.). 
5 ἸΙ]όσες φορές διοργάνωσε το κράτος αυτό µία ΔΜΟ, (ΔΕ, 
5». Ο αριθμός των προβλημάτων που προτάθηκαν από αυτό και επελέγη- 
σαν για το διαγωνισμό απὀ το Συμβούλιο αρχηγών, (ΕΠΙ. 
5 Ο αριθµός των μαθητών που συμμετείχαν απὀ το κράτος αυτό συνολικά 
απὀ το 1959 μέχρι καιτο 2000, (ΑΣ). 
5 ϱ αριθμός των βραβείων που συνολικά έχει λάβει το κράτος αυτό, 
Χ: Χρυσό μετάλλιο, Α: Αργυρό μετάλλιο, Χα: Χάλκινο μετάλλιο, At 
Ειδικό δίπλωμα για εξαιρετικές λύσεις. 
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ὃ. Οι καλύτεροι των αρίστων 
Στον πίνακα που ακολουθεί φαίνονται όλοι οι µαθητές που έχουν κερ- 
δίσει σε όλες τις συμμετοχές τους στις ΔΜΟ τουλάχιστον τρία χρυσά µε- 
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ΤΑΞΙΝΟΜΗΣΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 








ΓΙ Αιεθνής Μαθηματική Ολυμπιάδα, 1959 


Τόπος Διοργάνώσης: Ρουμανία (Μπρασόφ -- Βουκουρέστι) 
Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: Ο. Moisil (Παν. Βουκουρεστίου} 
ΡΙΠΙΙΟΠΕΣΟΝ (Ταν. Βουκουρεστίου) 


Συμμετοχή: 7 χώρες µε 8 το πολύ µαθητές η καθεμία 
Μέγιστη Βαθμολογία: 40 βαθμοί ανά μαθητή 
Τελική Βαθμολογία: Ρουμανία (2495), Ουγγαρία (233), Τσεχοσ- 


λοβακία (192), Βουλγαρία (131), Πολωνία 
(122), Σοβ. Ἕνωση (111, µε 4 µαθητές), Α. 





Γερμανία (40). 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 
Να αποδείξετε ότι το κλάσμα — 
14π 43 
σικό αριθµό η. 
Λύση: 


είναι ανάγῶγο για κάθε φυ- 


Θα δείξουμε ότι (21η 4,141 43) 1, γιακάθε ΠΕΝ. 
Έστω ότι (211 141413) --πιε Ν. Τότε θα ισχύει ότι 


2Ιπ 14 - Κιπι και 1a4an 4àæ3 - kam, ΚΙ.Κ2ΕΝ, 


οπότε 


(3Κ, -2ι)πι- 4249 --(421 8) 1, 


με 2κ, -2κιε Z, δηλαδή ο πι είναι διαιρέτης 


του 1, οπότε πι 1. 


Επίσης θα μπορούσαμε να εργασθούµε ὡς εξής: 
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(21η 14.141 4 3)Ξ (141 3,211 4 --14η --3) 
Ξ (14η 43. 70. 1} 
Ξ(τη ],Τη 2) 
Ξ(τη ],1)Ξἰ. 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 
Γιαποιες πραγματικές τιµές του κ ισχύει ότι 
/χα ν2χ-] ο ἡκ-2χ- ΞΑ, (1) 
όπου (i) A⸗V, G) Α-1 και) Α-2: 
Movo µη αρνητικοί πραγματικοί αριθμοί έχουν τετραγωνική ρίζα.] 


Λύση: 
Το πρώτο µέλος της εξίσωσης ορίζεται όταν 


ὀχ-120, χάν2χ-120 
ἡ ισοδύναμα, όταν 


2. και ρω 


Για κ 2* η εξίσωση (1) είναι ισοδύναμη προς την εξίσωση 


2χ«2ἡΧ/ -(2κ--!)-Α 


2 
— ——— (2) 
() Για Α - 2 η (2} γίνεται: 
χη]κ-ῆξι, 
η οποία για χ21 γίνεται ΧΕΧ-1ΞΙ ἡ 2κ5Ξ2 και έχειτη λύση κ, 
ενώ για ο κεῖ. γίνεται XFISXSI και έχε ως λύση κάθε 


2 
1} Επομένως για Α- ῥ2 η εξίσωση έχει ὡς λύση κάθε 
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—V —— 
2 
κ. 3 — 
η οποία για Χ21 γίνεται xX-X-I 2 ή x* 7 (απορρίπτεται γιατί xi⸗ 
3 ΄ ] .. | 
ναι —79 ενώ για τσ 5ὰ «Ι γίνεται x-ISxX — στ. και εἶναι 
αδύνατη. Άρα η εξίσωση για Α 51, δεν έχει λύση. 
(Η)Για Α - 2 η(2) γίνεται: κ 1 1 Ξ3 και ἔχειτη λύση x -5. 


ΠΡΟΒΛΗΝΙΑ 3 
Έστω ότι α.δ.εε Ἡ. Θεωρούμε την δευτεροβάθµια εξίσωση ὡς 
προς συννκ: 
ασυν-κ «βσυνχς-θ. (1) 
Χρησιμοποιώντας τους αριθμούς α, Ὁ, ς, να σχηµατίσετε µία δευτε- 
ῥροβάθμια εξίσωση ὡςπρος συν2κ. της οποίας οἱ ρίζες είναι ίδιες µε αυ- 


τές της αρχικής εξίσωσης (1). Να συγκρίνετετις δύο εξισώσεις ὡς προς 
συνχ και συν2χ, όταν α - 4, - 2ο -ἶ. 


Λύση: (1 τρόπος) 
Στην εξίσωση (1) αντικαθιστούµετο συνκ µε 


—— 
συνχ- τ — 


και λαμβάνουμε την ισοδύναμη εξίσωση 


ς 
{ππ) — . 


η οποία µε χὠρισμό της ρίζας και ύψωση στο τετράγώνο γίνεται 
α” συν 2χ 4 (2α” 42a0 -- 20” ]συν2ὰ J (α΄ Aae · 4ς” --20- ) Ξ0. (2) 
Για αξ4. 5Ξ2,5ςξ-ἶ η δοθείσα εξίσωση γίνεται 
4συν 2χ-Ασυν2χ- 4-0 «5 συν; 2χ «2συν2κ-10,, 


η οποία ταυτίζεται µε τη δοθείσα εξίσωση (1). 
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2* "τρόπος 
Ἔστω η Ξσυνχι,ῷ Ξσυνχ; οι ρίζες της εξίσωσης (1). Επειδή 
συν2κ, Ξ2συν΄κ, --Ι. 51.2, οἱ ρίζες Κι, Roa της εξίσωσης που αναζη- 


τούµε ὡς προς ὦ - συν2κ, έστω Λω΄ 4Βω34 0-0. θα είναι: 
Εκ, «2η --Ι και Ε. Ξ20 --Ι. 


Έτσι έχουµε 
Β 
κι», -2[η ε]- 2. 2] (η 1η) -2ημ, |- — 
Κι Ra «(ο --"](σ --τ)-- arẽi “20 ή)αστς, 
και επειδή είναι 
Ρ ς 
Π Το Ξ π--, Πρ 2— 
a 8 
θα έχουµε 


——— 
-ᾖς]-ᾗ-) ης 


Λύνοντας το παραπάνω σύστημα ὣς προς Β, Ο µε το Α ὡς αυθαίρετο 
άγνωστο, λαμβάνουμε 
(2.7 α-44ς --207)Α (457 2bꝰ :41ς · aꝰ) 
—— ⸗ —— —⸗—i ⸗—ñ— 


a? a? 


οπότε για A⸗aꝰ καταλήγουμε στην εξίσωση 
πω” 2aꝰ aae · 2bꝰ )o · aeꝰ -20 4420 422 20, 


η οποία για α-θ, bæ2. cæ-l γίνεται; 4συν΄ 2χ««βσυν2χ--4--0 και ομοίως 
όπως προηγουμένως ταυτίζεται µε την (1). 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 

Χα κατασκευάσετε ορθογώνιο τρίγῶνο µε δεδομένη υποτείνουσας 
έτσι ώστε η διάµεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα να ισούται με 
τον γεώμετρικό µέσο των δύο κάθετων πλευρών του τριγώνου. 
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Λύση: (1 τρόπος) 
Θεωρούμε την υποτείνουσα e ὡς διάµετρο ΑΒ ενός ημικυκλίου (Σχ. 1). 
Κάθε τρίγωνο ACB εγγεγραμμένο στο ημικύκλιο έχει γὠνία 0 --905 καια- 


κτίνα ΟΟ ----. 
2 
E 
D ο 
πμ 
ΑΣ ο Ὁ 
Σχήµα | 


Θα προσδιορίσουμε το σηµείο ϱ« έτσι ώστε το τµήµα ΟΟ να ισούται µε 
τον γεώμετρικό µέσο των (Β-α͵ Ας Ξ b, δηλαδή 


ς 

— ή 400 - ο. (1) 
90 b 

Αν φέρουμε το ύψος v από την κορυφή C. τότε θα έχουµε 


απὀ την οποία, λόγω της (1), προκύπτει ὅτι v 25 

Επομένως, αν κατασκευάσουµε µία ευθεία παράλληλη προς τη διάµε- 
τρο ΑΒ σε απόσταση 9 από αυτήν, θα τµήσει το ημικύκλιο στα σηµεία 
και D, οπότε τα τρίγώνα ΑΒ και ADB αποτελούν λύση του προβλήματος. 

28 "τρόπος 

Από το νόµο τῶν συνηµιτόνων στο τρίγώνο COB µε οοΒ Ξ46., και στο 


τρίωώωνο ΑΟΟ µε ΑΟςΓ ᾖ-π-θ, λαμβάνουμε 








4 4 
4 2 2 
b —2 ——— 
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. . 2 


. 


Από τις συνθήκες του προβλήματος έχουµε ότι ab - F . οπότε προκύ- 


α΄” - “ enu?o ijab— euud 
2 


πτει ότι ημθ - Ξ . δηλαδή είναι 


π 
θ--- ήθ6----- 

6 ϊ 6 
που οδηγούν στις δύο λύσεις που βρήκαμε στον πρώτο τρόπο. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 
Θεωρούμε σηµείο ΝΤ εσωτερικό στο ευθύγραμμο τµήµα AB. Τα τε- 
τράγώνα AMCD και ΜΕΕΕ κατασκευάζονται προς το ἴδιο µέρος του 
τμήματος ΑΒ µε τα τµήµατα ΑΝ και ΜΒ ὡς βάσεις του, αντιστοίχως. 
Οι περιγεγραμμµένοι κύκλοι των δύο τετραγώνων µε κέντρα Ρ και ο, ᾱ- 
ντίστοιγχα, τέμνονται εκτός του σημείου Ν και στο σηµείο Ν. Έστω Ν΄ 
το σηµείο τοµής τῶν ευθειών ΛΕ και Ες, 
(α) Χαά αποδείξετε ότιτα σηµεία Ν και Ν΄ συμπίπτουν. 
(0) Να αποδείξετε ότι οἱ ευθείες MN διέρχονται από ένα σταθερό ση- 
µείο S ανεξάρτητο από την επιλογή του M. 
(ῷ Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των μέσων τῶν τμημάτων Ρ0, κα- 
θώς το σηµείο ΝΤ μεταβάλλεται στο ΑΒ. 


Λύση: 
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(α) Φέρουμε τα τμήματα ΑΝ, ΝΕ, BC και CN. Τότε θα είναι ΑΝΕ- 45” 


(β) 


90) 


και ΜΝΓΞΙ35", οπότε 
ΑΝΕ - ΑΝΜΑΜΝΕ -455--1355-1805, 
Άρα τα σηµεία A, Ν και Ε εἶναι συνευθειακά. 


Ἔχουμε ακόµη ότι ΑΝΕ Ξ 90” και 


ΑΝΒ -ΑΝΜ: ΜΝΒ -455 45: -οθ”, 
οπότε ΑΝΟ 5 ΑΝ Β. Άρα οι ευθείες ΝΟ και ΝΒ συμπίπτουν, δηλαδή τα 
Ν, Ο, Β είναι συνευθειακά. 
Επομένως οι ευθείες ΑΕ και Β6 τέμνονται στο N. οπότε ΝΞ Ν΄. 
Η ευθεία ΝΜ είναι διχοτόµος της Ὑωνίας ΑΝΒ, αφού 


ΑΝΜ - ΜΝΗ - 453, Επομένως η ΝΜ προεκτεινόµενη θα τέμνει τον 
κύκλο διαμέτρου ΑΒ σε σηµείο 5 που είναι μέσον του τόξου ΑΒ, ὅηλα- 


δή Α5-5Β. 
Επειδή είναι ΑΝΒ Ξ 005, για τις διάφορες θέσεις του Μ εσωτερικά του 
ΑΒ, το σηµείο Ν διαγράφει το άνω ημικύκλιο του κύκλου διαμέτρου 


ΑΒ. ενώ το σηµείο S θα είναι πάντα το μέσον του κάτω ημικυκλίου, 
δηλαδή το 5 δεν εξαρτάται απὀ την επιλογή του σημείου Μ. 


Εστω ΡΡ'’, 00’, ΚΚ΄ είναι κάθετες προς την ΑΒ, απὀ τα P. ϱ και το 
µέσον Κ της ΡΟ, αντιστοίχως. Επειδή η RR είναι η διάµεσος του τρα- 
πεζίου POOP θα έχουµε 


μα’ «(κος J—— ΑΡ 


ο το, 


οπότε το Κ απέχει σταθερή απόσταση από την ΑΒ. 
Επιπλέον στις οριακές θέσεις, όταν Μ-»Α, τότε Ῥ-2Α και 


Ας νο. οπότε —— ενώ όταν Μ-»Β θα έχουμε 


ρη και Ο΄ - Β. οπότε κῬν ο 


Επομένως ο γεώὠμετρικός τόπος του ΕΚ είναι ευθύγραμμο τµήµα μήκους 


- παράλληλο προς την ΑΒ σε απόσταση - από αυτήν και προς το 


8 Ρουμανία (Μπρασόφ -- Βουκουρέστι) 


µέρος των τετραγώνων ΑΜ(Ώ και ΜΒΕΕ. Το µέσον του παραπάνω 
τμήματος είναι το σηµείο τοµής του µε τη µεσοκάθετο της διαμέτρου 
ΑΒ. 


ΠΡΟΒΛΗΝΜΛό6 

Δύο επίπεδα Ρ και ϱ) τέμνονται κατά την ευθεία p. Το σηµείο Α αᾱ- 
νήκει στο επίπεδο P, ενώ το σηµείο C ανήκει στο επίπεδο ϱ, χωρίς κα- 
νένα απὀ τα Α και ς να ανήκει στην ευθεία ρ. Χα κατασκευάσετε τσο- 
σκελές τραπέζιο ABRCD µε ΛΒ ΙΙ «Ἡ στο οποίο να µπορεί να εγγραφεί ἕ- 
νας κύκλος και του οποίου οι κορυφές Β και Ὦ να ανήκουν στα επίπεδα 
Ρ και ϱ, αντιστοίχως, 


Λύση 
Σύμφωνα µε τα δεδοµένα του προβλήματος, έχουµε να παρατηρήσουμε 
τα εξής: 
9 Οι παράλληλες πλευρές ΑΒ και CD του τραπεζίου ABCD θα είναι πα- 
ράλληλες και προς την τοµή ρ των δύο επιπέδων. 


9 απόσταση CE μεταξύ των παραλλήλων πλευρών του τραπεζίου (ἡὗ- 
Ψος τραπεζίου) θα ισούται µε τη διάµετρο του εγγεγραμµένου κύκλου 
του τραπεζίου. 


9 ἨΗ απόσταση ΑΟ των δεδοµένων σημείων Α και είναι γνωστή. 
Έστω ότι είναι ΑΒ-α, CODSb και AD-BCSe. 





Σχήµα 30) Σχήµα 311) 


Επειδή οι εφαπτόµενες απὀ µία κορυφή του τραπεζίου προς τον ΕΥΥΕ- 
γραμμένο κύκλο είναι ίσες θα έχουµε 
4 -Ὁ 


ABCDADBC ἡαςυ05-2ςή ςὙ — 





Διακρίνουμε τώρα δύο περιπτώσεις; 
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(9) Αν είναι α «Ὁ (Σχ. 31), τότε 4 28Ε - Ὁ, οπότε 


ο και ΛΕ-α.ΡΕ-"  -ο. 


(Η) Αν είναι α » b (Σχ. 311), τότε α-28ΒΕ --Ὁ, οπότε 


α- 8-8 


ΡΕ - και λεα- με μ-ο-μθ. 





Έτσι για την κατασκευή του τραπεζίου εργαζόµαστε ὡς εξής: 

Στο επίπεδο Ρ κατασκευάζουµε ευθεία { που περνάει απὀ το Α και εἷ- 
ναι παράλληλη προς την p και οµοίῶς στο επίπεδο Ο κατασκευάζουµε ενυ- 
θεία πι]ρ.που περνάει απότος. 

Φέρουμε απὀ το C κάθετη προς την CD που τέμνει την ? στο σηµείο E 
(στο επίπεδο που ορίζουν οι { και πι). 

Με κέντρο C και ακτίνα ΑΕ γράφουμε κύκλο που τέμνει την ΑΕ στο Β, 
ενώ µε κέντρο Α και ακτίνα ΑΕ γράφουμε κύκλο που τέμνει την ευθεία πι 
στο D. 

Αν είναι ΟΕ «ΑΕ, υπάρχουν δύο λύσεις (Σχ. 34, 311). 

Αν είναι ΕΞ ΑΕ, υπάρχει µία µόνο λύση (το ABCD είναι τετράγώ- 
νο). 

Αν είναι CE ΑΕ, δεν υπάρχει λύση. 
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Τόπος Διοργάνώωσης: Ρουμανία (Σινάια) 

Πρύεδρος Συµβονλίου Αρχηγών: G. Μορ (Ακ. Επιστ, Βουκουρεστίου) 

Συμμετοχή: 5 χώρες µε S το πολύ µαθητές η κα- 
θεµία 

Μέγιστη Βαθμολογία: 45 βαθμοί ανἀ µαθητή 

Τελική Βαθμολογία: Τσεχοσλοβακία («δτὶ, Ρουμανία 


(2458), Ουγγαρία (248), Βουλγαρία 
(175), Α. Γερμανία (38). 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 
Χα προσδιορίσετε όλους τους τριψήφιους αριθμούς Ἀπου έχουν την 


ιδιότητα να διαιρούνται µετο 1Η καιτο 3 ισούται µε το άθροισμα των 


τετραγώνων τῶν ψηφίώντου Ν, 


Λύση 
Έστω ὅτι ο αριθµός Ν είναι ο ἴθθα --10β ΕΥ, όπου α, β. Υ είναι τα ψη- 
φία του, τα οποία πρέπει να προσδιοριστούν έτσι ώστε να ισχύει 


ΝΞ1ΠΠ(αὖ «-β) «Υ΄). 


Επειδή ο Ν διαιρείται µε το Il, είναι χρήσιμο να τον γράψουμε στη 
μορφή 
ΝΞ(09α-1]β)(α-β«Υγ)Ξ11(9α--β)-ε(α--β-- γ) 
οπότε ο Ν διαιρείται µε το ΕΙ. αν, και µόνο αν, ο αριθµός α-βΕΥ διαιρεί- 
ται µετο Π. Επειδή τα α, β, y είναι ψηφία ο αριθµός α-β-ΕΥ θα διαιρείται 
µετο BI, αν, και µόνο αν. α-βεγΞξθ ἡ α-βεγ-1Ἡί, δεδομένου ότι θα 


12 Ρουμανία (Σινάια) 





πρέπεινα ισχύει; -δσξα-β-γτςίὶδ. 
Έτσι διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 


() α-βγζθ,οπότε αΥΞβ. 
Τότε θα έχουµε 
οθα 311β (α--β«Υ)- Π(α” Εβ2 ΕΥ”) 
θα 1β-- α΄ «β΄ ΕΥ 
θα-α.γ-α) — 
1004 y- 260ꝰ «αγ }’), 


οπότε ο αριθμός y πρέπει να είναι άρτιος. H τελευταία εξίσωση γραφό- 
µενη ὡς τριώνυµο μεταβλητής α γίνεται 


2α΄ Σ(2γ--ἴ0)α--2Υ΄ -ΥΞ0, 
και επειδή ο α είναι ακέραιος, θα πρέπει η διακρίνουσα 
ΔΞ(2Υ-10) --Ε(2Υ’ --γ)-4(25-8Υ-3Υ)} 


να είναι τέλειο τετράγὠνο. Αυτό αληθεύει µόνο όταν είναι ΥΞ0. 
Πράγματι, o Υ είναι άρτιος, και για 22 είναι Δ«θ. Με Υ-0 η εξί- 
σωση γίνεται 2ᾳ΄ --Ίθα-θ«α-5., αφού ο α δεν µπορεί να είναι 0. 
Επομένως θα είναι β-5δ0-5 και ν-550, 
(4) α-βςγξ]1], οπότεβ-α.γ-]1Ι. 
Τότε θα έχουµε 
99α41Ίβ" α--βΗΥΞΠ(α) «β) «Υ’] 


αἲβ-[-- αἲ -Εβ- ΕΥ 
αἲ-αΕγ-11-] Ξα) (α.Υ--11)΄ ΕΥ 
Ι0αΥ--10-.2/ αἲ -αγ.Υ΄ -Η(α.Υ) 121, 


οπότε ο y πρέπει να είναι περιττός, Η τελευταία εξίσωση γράφεται στη 
μορφή 


2α΄ Σ(27-32)α--2γ΄ -23Υ 131 -0, 
και επειδή ο α είναι ακέραιος θᾳ πρέπει η διακρίνουσα 
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Α.Ξ(2Υ-32)΄ --Β(2Υ΄ --23/Ι31]Ξ:4{ αγ) «Ι4Υ- 6) 


να είναι τέλειο τετράγωνο. Ο Υ πρέπει να είναι περιττός και για ΥΞ] εἰ- 
ναι Δ΄- 20, για ΥΞ3 είναι Δ΄Ξ 16--6-, ενώ για γ25 είναι Δ«0, 
Ἆρα πρέπει να εἶνι ΥΞ3, οπύτ προκύπτει η εξίσωση 
2α” --26α 4-80 --0 που ἐχειρίζες αξδ ἡᾗαξδ. 

Για α-ξ»5 έχουμεβ-ακγ-]ι[-532-1[--λ«θ (άτοπο). 

Για α- δ έχουµμεβ-αςγ-ϊ[-δ2--11-0. οπότεθα είναι Ν -- 803. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 
Γιαποιες τιµέςτου κ αληθεύει η ανίσωση 
2 
—— δλδ] 
v-2) 
Λύση 


Το πρώτο µέρος της ανίσώσης ορίζεται όταν είναι κ2 -- και χ» 0. 
Για τα παραπάνω κ, µε πολλαπλασιασμό και τῶν δύο ὁρῶν του κλάσματος 
του πρώτου μέλους επί ( [ας ψ! -- 2χ | .λαμβάνουµε την ισοδύναμη ανίσωση 

(1 γ] οκ} «2κ.9. (1) 


Αν θέσουμε νΞ νΙ -2κ 20, τότε η (1} γίνεται 


(19) «ν νδεογ«-. 
Επομένως θα έχουµε 
Ψ1 --2χ «σελ οκ« ὸ. 


Άρα η ανίσωση αληθεύει όταν — * καικ-0. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Σε δεδομένο ορθογώνιο τρίχώὠνο ΛΑΒΕ, η υποτείνουσα Β6, µήκους α. 
διαιρείται σε π ίσα τµήµατα, όπου Π περιττός ακέραιος, Έστω α η γῶ- 
νία υπό την οποία φαίνεται απὀ την κορυφή Α εκείνο το τµήµα, απύ 
αυτά που ορίζουµε στην υποτείνουσα, που περιέχει το μέσον της υποτεί- 


14 Ρουμανία (Σινάια) 


νουσας, Αν Ἠ είναι το ύψος του τριγώνου προς την υποτείνουσα, να αᾱ- 


ποδείξετε ότι 
ον 
(α᾿ -1)α 


Λύση 





Σχήµα 4 


Ἕστω ότι Ὦ και E είναι τα άκρα του τμήματος που ορίζουµε στην Όπο- 
τείνουσα, όταν την διαιρούµε σε η ίσα τμήματα, το οποίο περιέχει το μέσον 
Ο της υποτείνουσας. Έστω ακόµη ΑΗ το ύψος προς την υποτείνουσα µε 


ΑΗ-Π, ΒΗΞΧ, ΗΑΕ -β και Υ- ΗΑΒ. Τότε θα είναι αΞξβ--γ και 


εφα -εφ(ῇ--γ) «ορ τΨ (1) 
Ι--εφβεφγ 
Όμως έχουµε 
ΗΕ ΒΟ-ΒΗΞΟΕ α-λκχ α 
πα αν τα ας * 
ἩΗΡ BO-BH-OD α-λκχ 4 
ΑΗ ΛΗ 23  Όπ] 


οπότε µε αντικατάσταση των (2) και (3) στην (1) και αφού στο ορθογώνιο 
τρίγωνο ισχύει η ισότητα hꝰ --χ(α--κ). µετά τις πράξεις προκύπτει ότι 

η 

πὴ 
παω -Ἱ)- 4nꝰx(a-x) 

4π η 


εφα- 


Anh 


ή ο -ὖ 
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Παρατήρηση: 

Το παραπάνω πρόβλημα µπορεί να λυθεί και µε χρήση του νόμου των 
συνημιτόνων στα τρίγώνα ΟΑΡΒ και ΟΑΕ, όπου τελικά µε ΡΞΑΡΌ,ᾳ- ΑΕ 
προκύπτει η σχέση 

3 2 
a* (α΄ — ) 


2 .ς,. 


Επίσης στο τρίγῶωνο ΑΒΡΕ. χρησιμοποιούμε τον τύπο του εμβαδού 


ραημα« ΡΕ. ο για να βρούμε ὅτι 
2 2 2η 


ah 
ημα — (5) 
pqn 
αλλά καιτο νόµο των συνημιτόνων για να βρούμε ότι 
2 
συνακς----- ρ᾽ «α) ---τ | (6) 
2ρᾳ η 


Από τις (4), (5) και (6) προκύπτει το ζητούμενο. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 
Χα κατασκευάσετε τρίγὠνο ABC, όταν δίνονται τα ύψη του ος. Ὁρ 


και η διάµεσοςµ.. 


Λύση 





Σχήµα 5 
Χρησιμοποιώντας την Αναλυτική μέθοδο, υποθέτουμε ὅτι έχουµε κα- 
τασκευάσει το τρίγωνο ΑΒΕΓ µε τα δεδοµένα στοιχεία. Παρατηρούμε ὅτι 
στο ορθογώνιο τρίγὠνο ΑΗΜ είναι γνωστή η υποτείνουσα ΑΜ-μ, καιη 
κάθετη πλευρά ΑΗΞυ,, οπότε το τρίγὠνο αυτό κατασκευάζεται, 
Αν από το μέσον Μ της ΒΟ φέρουμε την ΜΤ Ι ΑΟ, τότε θα εἶναι 


16 Ρουμανία (Tvu) 





ΜΤΙΒΕΞυ, και ΜΤ - εν Επομένως και το τρίγώνο ΑΜΤ κατασκευά- 
ζεται, άν είναι γνωστή η υποτείνουσα ΑΜ Ξµ, και η κάθετη πλευρά του 
Ξ τν Στη συνέχεια, η κορυφή C προσδιορίζεται ὡς τοµή τῶν ΗΜ και 


ΑΤ, ενώ η κορυφή Β προσδιορίζεται απὀ την ισύτητα ΜΒ - ΜΟ. 
Ερχόμενοι τώρα στη διαδικασία της σύνθεσης, κατασκευάζουµε πρώτα 
το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΗΜ ὡς εξής: Με διάµετρο ΑΜ Ξµ, γράφουμε κύ- 
κλο Οι και στη συνέχεια γράφουμε τον κύκλο Ο2(Α,0,) και ονομάζουμε 
Η ένα σηµείο τοµής των παραπάνω κύκλων. Στη συνέχεια γράφουμε τον 


κύκλο ο μο.) που τέμνει τον κύκλο Cy στα σηµεία Τ και Τ΄. Θεωρού- 


µε το σηµείο Τ σε διαφορετικό ημιεπίπεδο απὀ το Ἡ ὡς προς την ΑΜ και 
προεκτείνουµετις ΑΤ και ΗΜ. Το σηµείο τοµής τους είναι η κορυφή C του 
τριγώνου, ενώ η κορυφή Β βρίσκεται πάνω στην ευθεία ΗΜ., αν πάρουμε 
MB-MC. 





— 6 
Αν Κ. είναι το κέντρο του κύκλου C, τότε είναι ΚΜ - * ⸗AK και οι 


κύκλοι Ο, και Ος τέμνονται, όταν 








δα ν]«Ακ--«--ευ,. (1) 
2 22 

ενώ οι κύκλοι Ο, και Ca τέμνονται στα σηµεία Τ και Τ΄,. όταν 
Ἡε δη «ΚΜ - δε «δε «Ὁν (2) 
ο ᾧ 





Οι ανισότητες (1) αληθεύουν, όταν υ, τὰ ⁊ ij v. σμ,. ενώ οι α- 
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νισότητες (2) αληθεύουν, όταν * 3 « * ij vp «2μ.. 

Επομένως, όταν ισχύουν v. «μι, και ὓνς «2μ, έχουµε ὡς δύο λύσεις τα 
τρίγωνα ABC και ABC. 

Αν είναι υ, μι, και ν «ὖμ, τότε τα τρίγωνα ΑΒΟ και ΑΒ΄Ο΄ ταυτί- 
ζονται, οπότε έχουµε µία λύση. 

Ανείναιυ,»µ, ἡ ὖν 22μ, το πρόβλημα δεν έχει λύση. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 
Θεωρείστε τον κύβο ABCDA BCD (µε απέναντι βάσεις ARCD 
και ης υ]. 
(α) Βρείτε τον γεωμετρικό τόπο τῶν µέσων των τμημάτων XV, όπου Χ 
είναι τυχόν σηµείοτης Ας και Υ είναι τυχόν σηµείο της ΕΕ’. 
(β) Βρείτε τον γεωμετρικό τόπο τῶν σημείων 7 που βρίσκονται πάνω 
στα τμήματα ΧΥ του ερωτήµατος(α) µε 2Υ - 217. 


Λύση 
Χάριν απλότητος θεωρούμε την πλευρά του κύβου μήκους 1, καθώς και 
Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων έτσι ώστε 


ΡΞ(0,0,0), A-(I O. O). ΒΞ(1 1,0), C-(0.1.0) 
υ΄-(0,0,1), Aſ-(. 0.), B'(L I. )) CS(0.1.1) 





Σχήµα 7 
Θυμίζουμε ότι, αν ΕΞξ(κ,Υ.2) είναι το διάνυσμα θέσης του τυχαίου 


σημείου της ευθείας που περνάει απὀ τα σηµεία ΜιΞ(Χι.γι.2/). 


M. Ξ(κ2.Υ2.71} τότε η εξίσωση (διανυσματική παραμετρική) είναι: 


Ι8 Ρουμανία (Σινάια) 





Γξητι(ῇ -ἵ), τε Β 
ΓξΞ(1--ι)ῆ ει, te R 
θα (α--ι)κο tyz (-- κι Έἴψι), τε R. 

ενώ όταν περιορίσουµε την παράμετρο { στο [0,1] το Γ δίνει τα διανύσματα 


θέσης των σημείων του ευθυγράµµου τµήµατος ΜιΜ.. 
Σύμφωνα µε αυτάγιατα ΧΕεΑΟ, Υε Β΄Ώ΄ θα είναι 


ΧΞ(Ι1--5)(10,0)1:5(0,1:0) --(1--5,ιθ), θςες! 
ΥΞ(1--)(0,0, 1) (1,1 1) ξ(ω,), 0sts1 


(α)Το μέσον Μ του ΧΥ θα έχει συντεταγμένες που θα είναι τα ηµια- 
θροίσµατα των συντεταγμένων τῶν άκρων Χ και Υ, δηλ. 


Μι ] ιε[ο. 
2 . ὼ 


Επειδή η κατηγµένη του Μ είναι σταθερή και ίση προς Ξ «το σηµείο Μ 


θα ανήκει στο επίπεδο µε εξίσωση 7- Ξ .που είναι μεσοπαράλληλο τῶν ε- 


ὅρών ABCD και Α΄Β΄Ο Ὠ΄ του κύβου, που έχουν εξισώσεις 2-0. και 
ΖΞ1, αντιστοίχως. Αν είναι 


Γ-5δ-ί . δτι 
— — 


τότε 
Χνι Υν —R Χν Ύν —4 
2 2 
και επειδή είναι 5,{Ε [0,1] θα έχουµε; 


J 3 Ι Ι 
ττχν γκι ς-- και ---τχιι-Ὑνς--. 
ο Μ ΥΜ σ . σ xM ΥΜ ώ 
Επομένως το σηµείο Μ ανήκει στο επίπεδο 7 -” και συγκεκριµένα 
στο τετράγωνο που ορίζεται ὡς τοµή του επιπέδου 7 J µε τα επίπεδα 


J —— ο. και α-. (σχήμα Β). 
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Σχήµα 80) Σχήµα δ(1) 
(β) Επειδή είναι ος Ξ 3 για το διάνυσμα θέσης του ἤ, του 7 θα έχουµε 


ο νι. Ἁ. ον. 
να άγα ἁμο Έτ, 
σσ. ος 1 * 


οπότε, σύμφώνα µε το (α) θα είναι 
Ζξ(κ,.Υγ,.Σι)Ξ αλ ες -δ,5,0) 


ήτο ες τ γκ]σή 
3 α ὼ 





Επομένώς το Ζ ανήκει στο επίπεδο µε εξίσωση Ζ- - 
Επιπλέον έχουµε 


κι Τγς Ξ 








21 -ᾱς 


ι 
και κ, -υ, Ξ 
3 


οπότε 
τς, ΝΝ, «5 και -ᾱκκ-γςς. 
Άρα το σηµείο Ζ ανήκει στο επίπεδο 7 - και συγκεκριµένα στο ορ- 
θογώνιο που ορίζεται απὀ την τοµή του επιπέδου 7 - µε τα επίπεδα 


2 3 2 2 . ώ 
— xy —— — και απ (σχήμα δα). 


20 Ρουμανία (Σινάια) 





ΠΡΟΒΛΗΜΛό 

Θεωρούμε κώνο εκ περιστροφής µε µια εγγεγραμµένη σφαίρα που 
εφάπτεται στη βάση του κώνου. Ένας ορθός κύλινδρος είναι περιγε- 
γραμμένος γύρω απύ τη σφαίρα έτσι ώστε η µία βάση του να βρίσκεται 
µέσα στη βάση του κώνου. Έστω Ύ, ο όγκος του κώνου και Ἐν o όγκος 
του κυλίνδρου. 
(α) Χα αποδείξετε ότι ΑΝ, 


(β) Χα βρείτε τον ελάχιστο αριθµό Κ για τον οποίο ισχύει V Ξ ΚΥ,. Για 
τον παραπάνω Κ. να κατασκενάσετε τη γωνία υπό την οποία φαίνε- 
ται µία διάµετρος της βάσης του κώνου από την κορυφή του κώνου. 


Λύση 





Σχήµα 9 


Έστω ΑΔ Ξυ ο άξονας του κώνου, ΔΒΞ ΛΓ-τ η ακτίνα της βάσης 
του και ϱ η ακτίνα της εγγεγραμµένης σφαίρας κέντρου Ο στον κώνο. Στο 
σχήμα φαίνεται µία τοµή του σχήματος κώνος -- σφαίρα µε κατακόρυφο ε- 
πίπεδο, όπου οι ΓΔ, ΓΑ είναι εφαπτόµενες του κύκλου {(Ο,Ρ}, οπότε η ΓΟ 


είναι διχοτόµος της γωνίας ΑΓΑ. και έστω ότι ΔΓΟΞ ΟΓΑ -6., Τότε θα εἰ- 


ναι ρ- τεφθ και υΞξτεφ2ς. 
Επιπλέον θα έχουµε 
— 
V -- —— — 1 πι εφ2θ — — 
3 3 41 - εφ΄θ) 


νι - — — | (1) 
V 3εφ΄θ{1--εφ”θ) 
(α) Αρκεί να δείξουμε ὅτι είναι κ]. 


Η εξίσωση (1) είναι ισοδύναμη προς την εξίσωση 


Ψ, apꝰ -2ρ- 2πι)εφθ, και 
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η ον 8 
θ--εφ΄θ-----Ξ46, 2 
εφ φ F (3) 
µε επιλύουσα εξίσωση 


ν) γης 50, αν Υ - εφ. (3) 


η οποία έχει διακρίνουσα A Ξ]-ᾱ- 20. Είαι ἂ2θς» κα. οπότε θα εἷ- 


ναι κ. 
(β) Σύμφωνα µε το ερώτημα (α) η ελάχιστη τιµή του Κ για την οποία ι- 
σχύει Υἱ Ξ ΚΝ., δηλαδή η εφ΄θ είναι πραγματικός αριθµός, είναιη κ : 3 


οπότε είναι εφ’ ---- και εφθ -- — αφού 0«0 «905. Επομένως έχουµε 
— 225. 


Γ-εφ'θ Γ 


η 
2 
εφ2θ - 





Έτσι για την κατασκευή της γωνίας ΔΓΑ - 28, κατασκευάζουµε τετρά- 
γώνο πλευράς τ, οπότε η διαγώνιος του τετραγώνου είναι το μισό του ύψους 
του κώνου. Στη συνέχεια το ορθογώνιο τρίγώωνο ΑΛΓ κατασκευάζεται γιατί 
εἶναι γνωστές οι δύο κάθετες πλευρές του. H γωνία που ζητάμε είναι διπλά- 


σια της γωνίας ΔΓΑ. 

Παρατήρηση: 

Για το ερώτημα (α) θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε την ανίσωση 
ο. µε χξεφθ και ΥΞ]-εφ, για να δείξουμε ότι 


εφθ᾽ [ι -εφ') ς η οπότε απὀ την (2) προκύπτει ότι κ2 . .µε την ισότητα 


να ισχύει για ΧΞ Υ, δηλαδή όταν ερἼθ---- 


ΠΡΟΒΛΗΝΜΑ 7 
Δίνεται ισοσκελές τραπέζιο µε βάσεις a καις και ύψος Η. 

(α) Στον άξονα συμμετρίας του τραπεζίου, να βρείτε όλα τα σηµεία Ρ 
απὀ τα οποία οι µη παράλληλες πλευρές του φαίνονται υπό ορθή 
γωνία. 


(β) Να υπολογίσετε την απόσταση του Ρ από καθεµία βάση του τραπε- 


() 


(α) 


Ρουμανία (Σινάια) 


ζίον. 


Χα προσδιορίσετε κάτω από ποιες συνθήκες το σηµείο Ρ υπάρχει. 


Λύση 


Ἔστω ΕΖ ο άξονας του ισοσκελούς τραπεζίου και σηµείο Ρ πάνω στην 


ΕΖ τέτοιο ώστε ΒΡΓ --905. Το σηµείο Ρ προκύπτει ὡς τοµή του κύ- 
κλου διαμέτρου ΒΙ µε τον άξονα Ε7. 





Σχήμα 10 


(β) Επειδή τα ορθογώνια τρίγώνα ΡΕΓ και ΡΒΖ είναι όμοια (αφού έχουν τις 


(Φ 


ομόλογες πλευρές κάθετες), θα έχουµε ὅτι 
5 εἰ 


ΒΖ ϱρ7᾽ 
Από τις υποθέσεις είναι ΑβΒςξς,ΓΔδ-α, ΕΖΞ], οπότε, αν θέσουµε 
ΡΕΞ κ. θα έχουµε 


8 
--ᾱ ϱάχΣ--4μχγας-θ, 


οπότε θα είναι 


2 
ασ, αν μ΄ -ᾱς 20. 

Επειδή το άθροισµα τῶν ριζών είναι Ἡ, η µία ρίζα της εξίσωσης είναι το 
μήκος του τμήματος ΡΕ και η άλλη εἶναι το μήκος του τµήµατος Ρ7. 

Αν είναι Ἡ΄ --ᾱς «0, δεν ορίζεται το σηµείο P. 


Αν εἶναι Ἠ΄ --ᾱς -0, υπάρχει ένα µόνο σηµείο Ρ, που είναι το µέσο του 
ΕΖ. τέτοιο ώστε ΒΡΓ - 903 - ΑΡΔ. 
Αν εἶναι Ἠ---ᾱς»θ, υπάρχουν δύο σηµεία Ρ και Ρ΄ τέτοια ώστε 


ΒΡΙ --00---ΑΡΑ και ΒΡΤ --005-- ΑΡΑ. 
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Τόπος Διοργάνώσης: Ουγγαρία (Veszprem) 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: ῇΙ. Suranyi (Παν/μιο Βουδαπέστης) 
Συμμετοχή: 6 χώρες µε δ το πολύ µαθητές η καθεµία 
Μέγιστη Βαθμολογία: 40 βαθμοί ανά µαθητή 

Τελική Βαθμολογία: Ουγγαρία (270], Πολωνία (203), Ρουμανία 


(197], Τσεχοσλοβακία (159), Α. Γερμανία 
(146), Βουλγαρία (108). 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 
Να λύσετε το σύστημα τῶν εξισώσεων: 
χεγέσττα (6(0 


κ; 4242 -- Ἠ (2) 


κ (3) 


όπου οἱ a και είναι σταθεροί πραγματικοί αριθμοί. Να δώσετε τη συν- 
θήκη για τους α, Ὁ, ώστε οι κ. Υ. 2 (λὖση του συστήµατος) να είναι θετι- 
κοί αριθμοί διάφοροι μεταζύτους, 














Λύση (1 τρόπος) 
Από χΧΈγτζ-α έχουμε: κ΄ γ΄ «2: ε2(ΧγΕΥ22χ]-α”. οπότε 
2* 2 2 2 2 2 
Να 3 αυ . α΄ -Ὅυ- , 
ΧΥ Αγ 2χ- ή Ζ΄ Εγον οκ --ε--- ἡ 202 *y*x) *6 
α” --ὂ- [ 1 
— ασ, Τελικά έχουµε ὅτι 
καγ-- * — α-θ, 


24 44” 
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οπότε οἱ x. Υ είναι οι ρίζες της εξίσωσης 
3 αγ 
. α΄ [α ο 
σσ τετ ----- 
28 43 


Η δέσμευση ότι οἱ Χ, Υ, 2 είναι θετικοί δίνει ότι 4 50, και ότι 4” 5 5’. 
Επιπλέον, η δέσμευση ὅτι οι χ και Υ είναι πραγματικοί και διάφοροι μεταξύ 


τους, επιβάλλει την διακρίνουσα A— * 6 6 36⸗ -aꝰ) να εἶναι θε- 
ἃ 


50. 


τική. Από 3.” - 50 έχουµε ότι 30” --ᾱ- 50, οπότε θα είναι 30” 5.3. 
Όλες αυτές οι ανισότητες είναι ισοδύναμες προς τις; 


[κα «ν1!υ], 


και οι ρίζες 
α΄ 4 ὐ νὰ αυ ΝΔ 
Χ Ξ ⸗ — α- ----, Υ Ξ- ----- -------- 
44 2 * 2 
—* 
μαζί µε τον γεωμετρικό µέσο 7 «κν -- — δίνουν µία θετική διακε- 


κριµένη λύση του προβλήματος (το 7 εἶναι ΑΦΗ από το κ και y, ᾱ- 
φού ο γεώμετρικός µέσος δύο διαφορετικών αριθμών βρίσκεται ανάμεσά 
τους). 


2 "τρόπος 
Θεωρούμε ὅτι οἱ x. Υ, Ζ είναι ρίζες της εξίσωσης 
ϱ) --ιρ΄ 910 3451Ξ0 (4) 
όπου ΧΕΥ4{ΖζΞ-δ, ΧΥΣΥΖΥΧΖΞ5), Χγζξ-σι. Έχουμε 5ι|--α, 


(κ γ 2) Ξεα -- ϱ- 4 26), ΧγζςΞ 2) Ξ -δα αντιστοίχως, οπότε είναι 
5 Ξ -ᾱ, 5) Ξ —9 -υἡ), δη Ξ 2. Ἡ εξίσωση (4) µπορεί να γραφεί ὡς: 


. ᾱ- «3 — 
pꝰ -αρ 36 -Ὁ ρ-7 20. (5) 


Εφόσον το 7 είναι ρίζα, αντικαθιστούμε ῥρ-72 στην (5), οπότε 
2 2 


κ) (κ) δν )ε--α[αε-α(ο) -ν-)|- ον κ-0 ή 2-5 — Αν 
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2Ξ0, τότε η λύση (κ,γ.Ζ} δεν θα αποτελείται απὀ θετικούς αριθμούς, ὁ- 
} 4 
πως απαιτείται. Αν 7 - - .. τότε απὀ την (1) έχουμε 


2 

„ μ aꝰ-bꝰ) 
XFyS4-2 και από την (3) έχουµε ἉΥ- 44 
2 ἃ 


µε το σύστηµα αυτό ὡς προς x και Υ µε την μέθοδο που µας δίνεται στην 
πρώτη λύση. 








. και λύνου- 


Παρατήρηση 

Η ανάγκη των ανισοτήτων σ]κας νε [ή για να είναι οἱ κ. Υ. Ζ θετικοί 
και διαφορετικοί μεταξύτους, µπορεί να γίνει κατανοητή απὀ τα παρακάτω: 

i) Ἡ απόσταση του επιπέδου χ4γΈΖΞ-α από την αρχή Ο(0,0,0} εἷ- 


ναι 5 ενώ η ακτίνα της σφαίρας κ΄ γ΄ «2 bꝰ είναι b. Αυτές οι ε- 


. a 
πιφάνειες έχουν κοινά σηµεία, αν, και μόνο αν, b — Αν η ισότητα |- 
σχύει, η σφαίρα είναι εφαπτόμενη στο επίπεδο σε σηµείο που θα έχει ίσες 
συντεταγμένες. Άρα η συνθήκη θςκας H [ο] είναι αναγκαία για να είναι 
θετικοί και διαφορετικοί ανά δύο οἱ κ. Υ, 7. 

Π) Για τους δύο θετικούς αριθμούς κ και ν εφαρμόζοντας την ανισότη- 





] ρ . α΄ * μυ 
τα 56 *y)* v και χρησιμοποιώντας τις σχέσεις X— και 
τι, —— 
-6ꝰ) a?462 αλ) 
γα ουκ ρα» όπου η ανισότητα είναι αὐ- 
48 43 2a 


στηρή, αφού κ-γγ. Επομένως θα είναι aꝰ «30 ή αφού ο a είναι θετικός, 


θα «να. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 
Έστω ότι α. Ὁ, ο είναι οι πλευρές ενός τριγώνου, και Ε είναι το εµ- 


βαδόν του. Να αποδείξετε ότι αἱ Ευ) ας) 2493Ε. 
Σεποια περίπτωση ισχύει η ισότητα: 


26 Ουγγαρία ſ(Ves prem) 
Λύση (1 τρόπος) 
α΄ 4bꝰ ες 54ψ2Ε, µε E πγτ(τ--α)(τ--υ)ίτ-ς), 2τ-αγθες 
2 
«» (4) bꝰ ες} 23Γ2τ(2τ--2α)(2τ--28)(21--29)] 
2 
95 (α ερ’ ες”) 23(α 40ος --α)ίας--δ)(αὃ--ς) 
«5 (α) bꝰ ες” } 531 (01.6): -ᾱ- Paꝰ -(ο-ο)] 
Ξ * 
5 (α 462 ες”) 230’ ο” 2be⸗ aꝰ)ſ 5 --ᾱ2 209) 
9» la Ε΄ ες} 2 3/ 4ο)ο) -(υὐ ας” --ᾱ- J 
2 
aꝰ 4bꝰ κο} b eꝰ⸗ 9 2120/67 --4[ν ας] --ᾱ-] 
2 
«5 24’ (20/ · 2eꝰ )æ i2bꝰeꝰ · aſbꝰ «οἱ --ᾱ”) 
«5 440 4 42ꝰeꝰ 40b —RB -aꝰ) 212016 
«5 440” 4 42ꝰcꝰ 4 “[ν' ες’ --α΄ · 2bꝰaꝰ --26” -ε 20/57} 1200” 
aꝰhꝰ aꝰeꝰ b·4 * 2bꝰaꝰ --26-α- 206: 2 30162 
ε.α” ευ’ α-οἳ --ᾱ-µ” ·aꝰeꝰ --02ς 20 
2 
5 1 μὴ νο) κε -ᾱ-) 250, που είναι αληθής, Προφανώς η 
ισότητα ισχύει όταν a ὃς, δηλαδή όταν το τρίγωνο είναι ισόπλευρο. 
2 "τρόπος 
Από τα τρία ύψη του τριγώνου, τουλάχιστον ένα βρίσκεται µέσα στο 
τρίγωνο. Σημειώνουμε το µήκος του µε Ἡ και διαιρούµε την πλευρά προς 


την οποία είναι κάθετο σε τμήματα m και π. Τα τετράγωνα των άλλων δύο 
΄ — J 2 ΄ 
πλευρών θα είναι Ἠ΄ πι και Ἡ «πὸ, και το εμβαδόν Ε είναι 


Ε- 6 n)h. Ἡ ανισότητα που πρέπει να αποδειχτεί παίρνει την µορφή 
2Η’ πι η) 41 * η)΄ »23(πι η), η οποία είναι ισοδύναμη προς 


την ανισότητα: 
μΣ --ψὰ (πι η })Η ο η”, πι 40 50 (1) 
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Το αριστερό µέλος που είναι δευτεροβάθμιο ὡς προς Ἡ, το ονομάζουμε 
Ο(1). Με την συμπλήρωση του τετραγώνου μπορούμε να το φέρουμε στην 


µορφή (h)⸗ δη Ἔ (πι-- 0), ως άθροισμα δύο τετρα- 


γώνων. Επομένως το Ο(11) δεν είναι ποτέ αρνητικό, και η ανισότητα (1) ε- 
παληθεύεται για όλα τα h. Ισχύει Ο(1)-0 αν, και µόνο αν, πι-π και 
ἡ -- απ. Σε αυτή την περίπτώση το ύψος απὀ το Α διχοτοµεί την βάση BC 


και έχει μήκος —2 Επομένως το τρίγωνο ABC είναι ισόπλευρο, όταν 
αἱ «ας - 4ϕ2Ε. 


α"Ἱτρόπος 

Σημειώνουμε την περίμετρο του τριγώνου µε p. δηλαδή ρξατῦς, 
Σύμφωνα µε το ισοπεριµετρικό θεώρημα τῶν τριγώνων, μεταξύ όλων των 
τριγώνων µε σταθερή περίµετρο, το ισόπλευρο τρίγωνο έχει το μεγαλύτερο 
εμβαδόν. Το εμβαδόν ενός ισόπλευρου τριγώνου µε πλευρά . είναι 


2 
Ρ νε] οπότε 
3) 4 


ΕΣ ο. (1) 


Επιπλέον, µε πρόσθεση κατά µέλη των ταυτοτήτων 
ϱ) --(α-- 0”) - aꝰ 4 bꝰ 4eꝰ 4240 3 20ς -- 2ης 
(α--)΄ ας (0--ς) οΕ(ε--α)΄ - 243 «207 4 267 -- 248 · 2be -- 2.5 
προκύπτει ότι 
p —E (ο) α{ς--α) Ξ 3a⸗ *b ες]. 
Επομένως θα έχουµε 
pꝰ «3(α” bꝰ 4eꝰ). (2) 

και η ισότητα αληθεύει αν, και µόνο αν, αξΌξς. Από τις (1) και (2) έπε- 


28 Ουγγαρία (Vesꝛ prem 


a? * μ΄ ας 5 2 3 
ται ότι —— — ἡ ισοδύναµα α Σ4ψ2Ε., Εφόσον η 
ισότητα στις (1) και (2) ισχύει αν, και µόνο αν, α- Ὁ-ς, θα ισχύει το ίδιο 
και στην τελική ανισότητα, δηλαδή αν, και µόνο αν, το τρίγωνο είναι ισό- 
πλευρο. 





ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 


Χα λύσετε την εξίσωση συν’χ - ημ”κ - 1, όπου το ῃ είναι φυσικός 
αριθµός. 


Λύση 

Εφόσον η συνάρτηση συν᾽κ--ημ"χ είναι περιοδική µε περίοδο 32π, 
αρκεί να βρεθούν όλες οι λύσεις στο διάστηµα {--π,π]. Όλες οι άλλες λύ- 
σεις θα βρεθούν προσθέτοντας ακέραια πολλαπλάσια του 2π σε αυτές που 
θα βρεθούν στο διάστηµα {--π,π]. Πρώτα θα εξετάσουμε την περίπτώωση µε 
ΠΞΙ. Θυμίζουμε ότι οποιοσδήποτε γραμµικός συνδυασμός Ασυνχ 4 Βημχ 


των συνχ και ημκ µπορεί να γραφεί στη µορφή Ο:ημ(χ-θ). Για να 
βρούμε τα « και θ ώς προς τους Α και Β, χρησιμοποιούμε ότι; 
Ο-ημ(χθ)Ξ C- Inux -συνθ - ημθ:συνχ]-{.-ημθ-συνκ 0 -συνθ :ημκ]. 


Άρα πρέπει Α -ημθ, Β - 0συνθ, οπότε 02 - Α2 «Β2, J— Ει- 


δικά, όταν ΑΞξ!, Β--ἶΙ, έχουµε: σννκ -ημα Ἕνδημ κ] Άρα 


συνχ-- ημκ Ξἵ «5 ο, — δα ήκχΞ χα ή 
4) ὁ 4 4 4 2 
χΞ0. 

Έπειτα θεωρούμε το π να είναι άρτιος ακέραιος, έστω ῃ- 2π1, και 
γράφουμε την εξίσωση στη µορφή: συν’ χ- 1 ημ” "κ. Το αριστερό µέ- 
λος ποτέ δεν υπερβαίνει το 1, ενώ το δεξιό µέλος είναι µεγαλύτερο του Ἰ, ε- 
κτός εάν είναι ημκ 0, οπύτε η εξίσωση αληθεύει µόνον αν χΞθή π. Τε- 
λικώς, θεωρούμε το π να είναι περιττός και μεγαλύτερος απὀ το 1, ἑστω 
ηΞ2πι ΕΙ. Θέτουμε Υυ- -κ. Τότε 
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— cuvꝰmti — Ἵχ -συν — -- -γ]-- ημ -γ) 


ν η] 2* 


—A—— 


2 — 


γ «ᾖσυν 





—T 


ovvꝰy ovxꝰvaiy. uꝰy maꝰvdy ovvꝰy⸗ iuꝰy⸗l. 
Η ισότητα ισχύει στην τρίτη σειρά αν, και µόνο αν, συνγ20 και 


ἡημν »0, ενώ η ισότητα ισχύει στην τελευταία σειρά αν, και µόνο αν, 
Ἱημγ/ «1 ἡ Ίσυνγ]--1. Άρα θα έχουµε ημΥ Ξ1 και κΞλκ-ς ἡ συνγ 5] 


και κ 2κπ, 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 
Θεωρούμε τρίγώὠνο Ρ:Ρ,Β, και σηµείο Ρ εντός του τριγώνου. Οἱ ευ- 
θείες PP, PP, ΡιΡ τέμνουν τις απέναντι πλευρές στα σηµεία Ο,. 6,. 
ϱ), αντιστοίχώς. Να αποδείξετε ότι απὀ τους αριθμούς —— — 
ρῷ, Ρ0, 
* τουλάχιστον ένας είναι μικρότερος ἡ ίσος του 2 και τουλάχιστον 
3 


ένας είναι μεγαλύτερος ή ίσος του 2. 


Λύση 





αφού το Ρ είναι εσωτερικό σηµείο του τριγώνου Ρ/Ρ.Ρ.. Τα τρίγῶνα ΡΡ):Ρ. 


30 Ουγγαρία (Veseprem 
και ΒΡ.Ρ, έχουν την ἴδια βάση Β.)Ρ,, και τα ύψη τους έχουν λόγο 
Ρ0,:ΡΙΟΙ. Ἆρα και τα εµβαδά τους θα έχουν τον ίδιο λόγο, δηλαδή 
πα. ο Οµοίως έχουµε ως ος και ο, — 
ΡΟ 44B*C ΡΟ, AB-C ΡΟ. A*BæC 
Ροι ΡΟ, , ΡΟ. 
Ρο, ΡΟ, ΡΟ. 
Ρο, 


Φ | ΄ ΄ | — Φ “ 
τους λόγους ------- είναι ς α Και ένας είναι 2 7— Αυτό είναι ισοδύναμο προς 





Ἆρα Ξ], που συνεπάγεται ὅτι τουλάχιστον ένας από 


τς ᾖζητούμενες ανισότητες ο... αν, και μόνο αν, 


ΒΟ0, 3 
ων ο κ. ει κ μη αυτό ισχύει αν, και µόνο αν, 2. 
Ρο, Ρο, Ρο, ἱ 
Ομοίως ου... αν, και µόνο αν, η. 
Β0, ὁ 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 
Να κατασκευάσετε τρίγὠνο ΛΑΒΕ, αν AC-h, Αβ-ς και 


ΑΝΊΒ -ὦ. όπου ΝΤ είναι το µέσο του τμήματος Β6 και ὦ «905, Να α- 
ποδείξετε ὅτι η κατασκευή είναι δυνατή αν, και µόνο αν, 


υιεφ κος b. 
Σεποια epintoon ισχύει η ισότητα: 
Λύση 


Θα χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο Ανάλυσης - Σύνθεσης 
Ανάλυση 
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Ἑστω ὅτι το τρίγώνο ΑΒΟ έχει κατασκευαστεί. Αφού ΑΜΒ - ὦ δεδο- 
µένη, το Μ θα κινείται σε σταθερό τόξο σταθερού κύκλου κέντρου Κ. ώστε 


AKB - 20. Αν Β΄ το συμμετρικό του Β ὡς προς Κ. τότε ΒΟΞ2ΚΜΤΞ2Ε, 
όπου Κ η ακτίνα του εν λόγω κύκλον. Άρατος προσδιορίζεται ὡς τοµή των 
δύο σταθερών κύκλων (B. 2R) και (A. b). 

Σύνθεση 


Στο άκρο Ατου ΑΒ Ξς θεωρώ ηµιευθεία Ar έτσι ώστε ΒΑγτξω. Ἑστω 
Κ η τοµή της Απ καθέτου προς την Ar και της µεσοκαθέτου του ΑΒ, Τότε 


ΑΚΗ- 20. Eoto ΑΚΞΚΒΞΚ. Θεωρώ Β΄ το συμμετρικό της Β ὡς προς 
Κ. Με κέντρο το Β΄ και ακτίνα 2Κ γράφουμε κύκλο και µε κέντρο το Α και 
ακτίνα Ὁ γράφουμε κύκλο. Αν οι δύο κύκλοι τέμνονται σε κάποιο σηµείο, 


Δ 
έστω Ο, το ABC είναιτο ζητούμενο. 


Απόὂειζη 

Αν Μ η τοµή της ΒΟ µε τον κύκλο (K. R) έχουµε ΑΜΑ Ξ(ῷ και 
αν θεωρήσουμε την ΚΜ΄ΙΒΟ, Μ΄ σηµείο της ΒΟ διάφορο του Β, τότε 
κΜ΄- * ΞΚ. οπύτετο Μ΄ ταυτίζεται µετο Μ και επειδή το Μ΄ είναι μέ- 
σο της —* και το Μ θα είναι µέσο του BC. TA5y?8cqaAcCæ b ὡς ακτίνα του 
κύκλου (A.b) 


Διερεύνηση 
Από τα τρίγώνα ΑΜΒ, ΑΜΟΩ που έχουν την ΑΜ κοινή, ΜΗ - ΜΕ - ον 


και ΑΜήΗξωςοθσς]δθ”-ως AMC., προκύπτειότι Ό»ς. 
Οἱ κύκλοι (Β΄,2Ε)} και (Α, 0) τέμνονται ἡ εφάπτονται, αν ισχύουν: 
[0-28 ΑΒ΄Ξ0542Ε., 


ς ς 
όπου ------- εφω xci — :ἡ ισοδύναμα αν 
ο ο ο ον. .. 
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οκ σσ ὉὉὍὍΟὍἕουμυ —— 





ντ δν.» 

πημωι εφ ημω 

μμ ο αι ων σι ων λα, 
εφω ημω εφω εφ ημῶ 

ει λαο σι γην Εν, Ἰονωη κ. η 


ημω εφω εφ Ἱημω εφ ημώ 
ο» 1 συν). ε(! συνω) * — 


ημω ημω ημω 


9 οιφ” «Ὁσοσφ- (1) και -εεφςὓ (2], 


Η ανίσώση (2) αληθεύει, αφού απὀ ὦ «905, έπεται ότι ἓφ-- »0., Επί- 
σης το πρώτο µέλος της (1) αληθεύει, αφού απὀ την ὦ «905, έπεται ότι 


J και εφ «ο «δ. Επομένως η (1) αληθεύει αν, και µόνο αν, 


bse σφ 592 beo. Ἔτσι απὀ τα παραπάνω έχουµε ὅτι η κατασκευή 
του τριγώνου είναι δυνατή, όταν 


beo Zse.b. 


Όταν ισχύει η ισότητα «Ξθεφ-.. οι κύκλοι ( B,R) και (A.b) εφά- 


πτονται εσὠτερικάἀ, οπότε έχουµε µία λύση. Τότε το Β΄ βρίσκεται πάνω 
στην πλευρά Ας καιτο τρίγωνο ΑΒΟ είναι ορθογώνιο στο Α. 


ΠΡΟΒΛΗΝΙΛό 

Θεωρούμε ένα επίπεδο π και τρία µη συγγραµµικά σηµεία A, B.C 
προς το ίδιο µέρος του π, τέτοια ώστε το επίπεδο που ορίζουνταΛ. B.C 
δεν είναι παράλληλο προς το π. Πάνω στο επίπεδο θεωρήστε τρία συµ- 
βατικά σηµεία Α΄, Β΄, ϱ΄ ώστε τα µέσα M, Ν των ΑΑ΄, ΒΒ΄ 66 α- 
ντίστοιχα να σχηματίζουν τρίγὠνο. Έστω {5 το κέντρο βάρους του τρι- 
Ὑώνου LMN. Ποιος ο γεωμετρικός τόπος του σημείου {5 κατά την κίνη- 
ση των Α΄, Β΄, C πάνω στο επίπεδο π: 
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Λύση (1 τρόπος) 





Σχήµα {3 


Ἔστω χνγ η τοµή των επιπέδων η και π, η το επίπεδο το οριζόµενο από 
τα σηµεία Α, Β, C. Από υπόθεση τα σηµεία A, Β, Ο εἶναι µη συνευθειακά, 
οπότε τουλάχιστον µία απὀ τις ευθείες ΑΒ, Β6, ΑΟ θα είναι µη παράλληλη 
προς την ΧΥ, ἑστω η ΑΒ. Θεωρούμε τις αποστάσεις ΑΑΙ|.ΒΒι.06, των Α, 
B. 6 απὀ το επίπεδο π και 5.51,5ς τα αντίστοιχα µέσα τους. Ο γεωµετρι- 
κὀς τόπος του 1, θα είναι το παράλληλο επίπεδο πι προς τοπ, απὀ το δι, 
του Μ το παράλληλο επίπεδο π. προς το π, απὀ το δ,, του Ν το παράλλη- 
λο επίπεδο πι προς το π, απὀ το 51. Τότε το µέσο του 1 Μ το Τ θα κινείται 
στο μεσοπαράλληλο επίπεδο ϐ των πι, π, που θα είναι και ο γεωμετρικός 
τόπος. Αν αυτό ταυτίζεται µε το π. ο ζητούµενος γεώμετρικός τόπος είναι 
το επίπεδο πι. Αν δεν ταυτίζεται µε το πι τότε ο γεωμετρικός τόπος θα εἷ- 
ναι το επίπεδο που είναι παράλληλο προς το επίπεδο ϐ, άρα και προς το πι 


απὀ ένα σηµείο της ευθείας ΏΏι., έστω Ἐ µε σε 5. όπου είναι να Ὁ ση- 
' 
οἳ 1 


µείο του ϐ και Ὦ, είναι σημείου του π., αφού ον 2 2 


2 Ἱτρόπος 

Ορίζουµε το ενα είναι το επίπεδο 70 ενός τρισδιάστατου καρτεσια- 
νού συστήµατος, και ορίζουμε τα σηµεία A, Β, C να είναι στον ανώτερο η- 
µιεπιπεδικό χώρο 720. Ορίζσουµε το άθροισµα των δύο σημείων 
Χξ(Χι,ΧοιΧι) και ΥΞ(ΥΙΥΥ1) να είναι το σηµείο 
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ΧΑΥΞ(Χ/ ΥΙ.Χ}ΥΥ}.Χ1ΞΥι). Τότε είναι εὖκολο να φανεί ὅτι το µέσο 


Δ 
του τμήματος ΧΥ είναι -- και το κέντρο βάρους του ΧΥΖ είναι το 


ΧΕΥ.7Ζ 
3 





. Τα µέσα L. M. Ν των τμημάτων ΑΑ᾽, ΒΒ΄. ΟΕ’, αντιστοίχως, 
είναι Γ.Σ (ΑΛΑ. Μ 6*t8 —R— οπότε το κέντρο βά- 
Δ 
ρους G του ΤΜΝ είναι: αΞΞ(Ι ΜΑΝ) Ξ (Ανα «Ρε Ρον σ)- 
η 
2 
του δοσµένου τριγώνου ΑΒΕ, και το (΄ είναι το κέντρο του μεταβλητού 
τριγώνου Α΄Β΄Γ΄ στο επίπεδο 7Ξ0. Άρα ο τόπος του είναι το επίπεδο 


πο Βεο)ν-(Α’’ J 66). όπου το ( είναι το κέντρο 


ΖΞ 26 baʒ Έςσκ), παράλληλο προς το 2Ξ0 και το μισό τη απόστασης ᾱ- 


πὀ το Ο προς το επίπεδο 250 (εδώ τα ag, δι. 6ι είναι οι Ζ-συντεταγμένες 
του A. Β, Ο). 
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Τόπος Διοργάνωώσης: Τσεχοσλοβακία (Ceske Budejovice) 
Πρόεδρος Tvuß. Αρχηγών: J. Novak (Ακ. Επιστ, Πράγας) 

Συμμετοχή: 7 χώρες µε δ το πολύ µαθητές η καθεμία. 
Μέγιστη Βαθμολογία: 46 βαθμοί ανά µαθητή 

Τελική Βαθμολογία: Ουγγαρία (289), Σοβ. Ένωση (263). Ρουμα- 


νία (257), Τσεχοσλοβακία (212), Πολωνία 
(212], Βουλγαρία (196), Αν. Γερμανία 
(153), 


ΠΡΟΒΛΗΛΝΙΛ 1 

Να βρείτε τον ελάχιστο φυσικό αριθµό του οποίου το τελευταίο ψη- 
φίο είναι το 6 και αν µετακινήσουμε το τελευταίο 6 στην αργή ο αριθ- 
µός που προκύπτει είναι τετραπλάσιος του αρχικού. 


Λύση 

Ἔστω ο αριθµός έχει κ:εὶ ψηφία και είναι ο 
νν νιόςν, «10 ταν, 1001) Ε.νν 107 νι 106-ἶθν-σ, 
όπου νν, 10” εν, 10 αε---κνλ1θ1ενι. Αν μεταφέρουμε το τε- 
λευταίο ψηφίο στην πρώτη θέση. τότε ο αριθμός που προκύπτει είναι ο 

6 μι νονιΞξό.10” εν. 
Σύμφῶώνα µε την υπόθεση του προβλήματος, θα έχουµε την εξίσωση 
4(10ν -6]- 6.10” εν 99 13ν- 2:10” --δ. 
οπότε ο ν θα είναι άρτιος, ἑστω νΞ 2μ. και τότε 
134 -Ι0" --ᾱ. (1) 
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Δοκιμάζοντας τιμές για το κ στην (I) διαπιστώνουμε ὅτι η ζητούµενη 
ελάχιστη τιµή είναι κΞ5, οπότε ο ζητούµενος αριθµός είναι ο 153546. 

Η εύρεση του κ µπορεί να γίνει και µε µία διαίρεση, αν λάβουμε υπόψη 
μας ότι 10” --4-99900...96, όπου τα κ-ἷ πρώτα ψηφία εἶναι 9, οπότε µε 
τη παρακάτω διαίρεση διαπιστώνουμε ότιτα κ-ἶ πρώτα ψηφία πρέπει να 
είναι 4, δηλαδή κΞδ. Ἆρα είναι νΞ 2μ-2:7602-153840, ενώ ο ζητού- 
µενος αριθμός είναιτο 10νΓ6Ξ1538δ4046- 153546. 





ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 
Να βρεθούν οι πραγματικοί αριθμοί κ που ικανοποιούν την ανισύ- 
τητα 
νδ-χ-νχα!» -. 
Λύση (1 τρόπος) 


Πρέπει 2-χκ20 και χα]2θς -Ισχκςλ. Για χε[--,3] η δεδομένη 
ανίσώση γράφεται 


β-κο5” x4120 

Μπο 

ϱ» -2κονκτΙ20 

, [υπό τον όρο ὅτι; 20 ρ0οκ«] 
εν τς -Ίκ καν” κ] 


«5 — — 
οἱ 
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ν3Ι A 


θκχς]----- in x»1-— —. 
8 8 


Συναληθεύοντας όλες τις ανισότητες που έχουν προκύψει παραπάνω ἑ- 


χουμε ὅτι: x — 


2* "τρόπος 
(1) 9) νλ-- σος µε -ἴσκς»2. 


Οέύτουμε τς χε], OSt S 4 οπότεη (1) γίνεται 


να -ιλσανί «νά» 3 δι «98ι-4ψι-15«0, 


45 30 --2ψ431 
4 


(μεβδ- 16.2) 1θςνψις Θ0τικο- 5 


J 


ὑκχτικοπο 9" 1δχς]- 


ΠΡΟΒΛΗΝΜΑ 3 

Θεωρούμε τον κύβο ABCDA Ες Ρ) (που οἱ ΔΡ(Ἠ και ἲ Ες 
είναι η πάνω και κάτω βάση αντίστοιχα, ενώ οι ακμές AA, ΒΒ, ος) 
και ΡΡ΄ είναι µεταξύ τους παράλληλες). Το σηµείο Χ κινείται µε στα- 
θερή ταχύτητα κατά µήκος της περιµέτρου του τετραγώνου ΛΗ( Ὦ κα- 
τά τη διεύθυνση ABCDA, και το σηµείο Υ κινείται µε τον ίδιο ρυθμό 
κατά µήκος της περιµέτρου του τετραγώνου Ες ςΒ κατά τη διεύθνν- 
ση Β΄ 6 0ΒΒ’. Τα σηµεία Χ και Υ ξεκινούν την κίνησή τους την ίδια 
χρονική στιγµή από τα σηµεία Α και Β αντίστοιχα. 

Να προσδιορίσετε και να γαράξετε τον γεωμετρικό τόπο τῶν µέσων 
τῶν ευθυγράµμµωών τμημάτων XV. 


Λύση (1 "τρόπος) 
Θα αποδείξουμε καταρχήν µια βοηθητική πρόταση 
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Λήμμα 

Δίνονται δύο ευθύγραμμα τµήµατα ΑΒ, (Ἠ τέτοια ώστε ΑΒ - CD και 
τα οποία ορίζουν ασύµβατες ευθείες. Έστω δύο σηµεία που κινούνται το 
μεν πρώτο κατά μήκος του ΑΒ απὀ το Α στο Β το δε δεύτερο κατά μήκος 
του CD απὀ το « στο Ὦ µε ίδιες ταχύτητες. Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο 
των µέσων των ευθυγράμµων τμημάτων που ορίζονται απὀ τα δύο αυτά 
σηµεια. 





Σχήµα 150) 


Αί 

Έστω το σηµείο που κινείται στο ΑΒ ὅτι είναι το ΡῬ ενώ το κινούμενο 
στο CD είναι το 5. Οι ίδιες ταχύτητες σηµαίνει ότι καθ᾽ όλη την κίνηση 
ΑΡΞΟΡ. Άρα δύο προφανή σηµεία του γεωμετρικού τόπου είναι τα µέσα 
των ΑΟ και BD. Μ, Ν αντίστοιχα. Έστω ΜΜΙΙΑΒ, ΜΜ.ΙΟὈ. 
ΡΡΙΙΙ ΑΟ, SS AC. Από τα παραλληλόγραμµα που σχηματίζονται έχουµε; 
9ΡΙΞΟΜΞΜΑΞΡΡ, και ΜΡΞΑΡΞΟΣΞΜΒΙ. Άρα το PPSS, είναι 
παραλληλόγραμμο και επομένως ζητούμε τον γεωμετρικό τόπο του μέσου 


Δ Δ 
του Β5ι. Επίσης το Μ5,Ρ, είναι ισοσκελές τρίγωνο, όπως καιτο ΜΗΙ: οι 
ΒΗΙΙΑΟ και DI AC, µε AB-CD (υπόθεση). Άρα ο γεωμετρικός τόπος 
είναι το ευθύγραμμο τµήµα ΜΝ., 

Επειδή το παραπάνω φαινόμενο είναι επαναλαμβανόμενο εύκολα βλέ- 
πουμε ὅτι ο γεωμετρικός τόπος είναι ο ρόμβος µε µία κορυφή την C και ἆλ- 
λες τα κέντρα τῶν τετραγώνων ΑΑ Β΄ Β,. ΒΗ΄Ο0, ABCD. 
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Σχήµα 15(11) 
2* "τρόπος 
Θεωρούμε ένα σύστημα συντεταγμένων όπως φαίνεται στο ακόλουθο 
σχήμα. 





Σχήµα 15 (11) 


Έστω ὅτι το χρονικό διάστηµα κατά το οποίο τα σηµεία Χ και Υ διέρ- 
χονται από τις πρώτες ακµές της διαδρομής τους είναι OSISI. 

Τότε οι θέσεις των Χ και Υ σε κάθε χρονική στιµήτ(θςξις-4) φαίνο- 
νται στον ακόλουθο πίνακα. 





0s1t1 -t)46 - t)Bic 
ο (2-ἱΒα(ι-ῦο — — — 
28183 

— (3) (ι-2)Ώ (3--ι)ο -ε(ι--2)Β 


(4 --τ)Ώ -(ι--3)Α (4 --)Β τε (ς--3)Β΄ 
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— που. μαμα μυ. — — 


Τα κεφαλαία γράµµατα παριστάνουν σηµεία και ταυτόχρονα διανύσµα- 
τα που έχουν ὡς αρχή την αρχή των αξόνων και πέρας τα σηµεία αυτά. 


Ἰότε τα µέσα Ρ των ευθυγράµµων τμημάτων ΧΥ έχουν τις ακόλουθες 
θέσεις: 


—V — B)öC) 
—— B*C 


2 * 2 
—— 
Β.ο 
— 8 2 
σ[8-0)20 ν(ι-2)(8 «)] 








θξιςξ! 





τ(ι-]1)ο, Ισις2 





— οσο. 2ςις3 


ο[α- (89) — -Β)(Α«ΒΊ] 
8B4D A—B 
2 2 

Οι εκφράσεις στο δεξιό µέλος δείχνουν ὅτι όταν το { μεταβάλλεται από 
0 έως l. το Ρ κινείται απὀ το µέσο του τµήµατος ΑΒ΄ έως το µέσο του τµή- 
µατος ΒΟ᾽, δηλαδή απὀ το κέντρο U της έδρας ΑΒΒ΄ Α΄ έως το κέντρο V 
της έδρας ΒΟΟ Β΄, και η διαδροµή του Ρ είναι ένα ευθύγραμμο τµήµα στο 
εσωτερικό του κύβου, Όταν το t μεταβάλλεται από 1 έως 2, τότε το Ρ κινεῖ- 
ται απὀ την κορυφή C κατά µήκος µιας ευθείας, Όταν το t μεταβάλλεται ᾱ- 
πό 2 έως 3, το Ρ κινείται απὀ το C προς το κέντρο ἨΝ της έδρας ABCD, ενώ 
όταν το ἰ μεταβάλλεται απὀ 3 έως 4, τότε το Ρ κινείται προς το αρχικό ση- 
µείο εκκίνησης κατά μήκος µιας εὔθειας που ανήκει στο εσωτερικό του κύ- 





Ξ(4--ι) 





.. οσο 





*13) 


Εύκολα βλέπουμε ότι τα τμήματα που διανύει το Ρ στο πρώτο και τρίτο 
χρονικό διάστηµα κίνησης είναι παράλληλα, ὅπως και αυτά που διανύει κα- 
τά το δεύτερο και τέταρτο χρονικό διάστηµα. Επιπλέον, το διάνυσμα ΟΡ 
κινείται µε σταθερή ταχύτητα, επομένως καλύπτει την ἴδια απόσταση σε 
κάθε χρονικό διάστηµα μήκους 1, Επομένως, το Ρ διαγράφει έναν ρόμβο 
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του οποίου η πλευρά ισούται µε το μισό της διαγωνίου των τετράγώνων ε- 
πα, αν κάθε πλευρά του κύβου έχει µήκος a, ο γεώμετρικός τόπος 
τῶν σημείων Ρ είναι ένας ρόµβος µε πλευρά μήκους * .0 οποίος βρίσκε- 
ται στο επίπεδο χΕγ-27-2α. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 


Χα βρεθούν όλες οι πραγματικές λύσεις της εξίσώσης 
συν΄χ4- συν” 2χ4 συν” ὰκ --{, 


Λύση (1 τρόπος) 
Έστω «Ξ συνχ. Τότε έχουµε συν2κ- 26” -ἰ, συνΆκ -- 45) --ᾱς, οπότε 
η εξίσωση γράφεται: 


ο) (2ο --Ι) τε(ας) --λο) -ι 


"αν μἲ- 


ν2 K 


9Ξοξθήςξζξ---ήςΞξ2---, 
. 2) 2 


π π απ π 
τκχθςκπε- ἡ χ5δλκπξ-- χξοκπί--- ἡ κξοκπί-- 1 
. Ἡ . ή πι, A 


——— κεζκπ κκ ή —— J χθκπε--, κεζῦ, α- 


φού κάποιες απὀ τις προηγούμενες λύσεις συμπίπτουν, 


2" Ἱτρύπος 
. ... | Γσυν2χ 2 | «συνόκ 
Με τη χρήση τῶν ισοτήτων συν΄χ — συν’ Αχ —— 
εξίσωση γίνεται: 


συν2χ-2συν΄ 2χ«συνόχ-0 
«5 (συν2κ «συνόχ)-2συν΄ 2ΧΞ0 


«» 2συν4χσυν2χ -2συν2χ-0 


«5 2συν2χ.(συν4χ «συν2χ]-0 
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«5 4συνὸν συνχ συνλκχ-0 


GVXXO ἡ συνοχή συνὸχΞ0 


π., π., π 
*x⸗xa⸗g ἡ καν» J Αχ ΞΚΙπΥ αι Κ,Κι.ΚΕ2 


π π π 
τκχςθκπή- ἠχθςλπηε- ἡἠχξμπτ--, κλµεζ. 
X τ ἡ 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 

Έστω ΛΑ, B. 6 τρία διαφορετικά σηµεία ενός κύκλου K. Χα προσ- 
διορίσετε ένα σηµείο Ὦ του Κ τέτοιο ώστε ένας κύκλος να μπορεί να εγ- 
γραφεί στο εσωτερικότου ABCD. 


Λύση 





Σχήµα 16 


Υποθέτουμε ὅτι έχουµε προσδιορίσει το σηµείο Ὦ και ἑστω Ο είναι το 
κέντρο του εγγεγραμμένου κύκλου στο τετράπλευρο ABCD. Τότε το Ο εἷ- 


ναι το σηµείο τοµής τῶν διχοτόµων τῶν γωνιών ΑΛ. Β και ο και επιπλέον 
ισχύει ότι ΑΟ ΞΙ805. Έτσι έχουμε 


ΑΟςΞ ΑΟΡΙΡΟς 
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Ξ«ΟΛΒ« ΑΒΟ«ΟΒΟΚΟΟΒ 


ΞΟΛΒ«Ο(Β1Α8ς 


5 Dab · ΡΟΗ» αΏς 


ο... 


ΞΟ("ΕΑΒς 
Επομένως το σηµείο Ο βρίσκεται σε τόξο ΆΟ κύκλου χορδής Ας, του 


οποίου τα σηµεία βλέπουν τη χορδή ΑΟ υπό γωνία 9034 ΑΒΟ. Έτσιτο ο 
θα είναι το σηµείο τοµής του παραπάνω τόξου AC και της διχοτόµου της 


γώνίας ΑΒΟ. 
Όταν προσδιορίσουμε το Ο στη συνέχεια κατασκευάζουµε γωνία 


ΒΑκ -2.0ΑΒ., της οποίας η πλευρά Ακ τέµνειτον κύκλο Κ. στο D. 

Για να αποδείξουμε ὅτι η κατασκευή είναι πάντα δυνατή, παρατηρούμε 
ότι, αν το ABCD είναι περιγράψιµο σε κύκλο, τότε AB CDS BCAD. 
Όμως καθώς το Ὦ πλησιάζει το ϱ πάνω στον κύκλο ὄχουμε 
ΑΒΓ(ΏΌ«Βς-ΑΡΌ, ενώ αν το ὮὉ πλησιάζει το Α, τότε 
ABCD BCAD. Όμως το D μετακινείται µε συνεχή τρόπο πάνω στον 
κύκλο, οπότε θα υπάρχει ένα σηµείο τέτοιο ώστε AB 4CDBCAD, ο- 
πότετο ABCD θα είναι περιράψιµο σε κύκλο, 


ΠΡΟΒΛΗΜΛό 
Η ακτίνα του περιγεγραμµένου κύκλου ενός ισοσκελούς τριγώνου 
είναι ΕΚ ενώ του εγγεγραμμµένου είναι τ. Να αποδείξετε ότι η απόσταση 


µεταξύ των κέντρων των δύο κύκλων είναι [κ (κ -τ2τ). 


Λύση (1 τρόπος) 

Αν είναι Α «605, τότε το περίκεντρο Ο του ισοσκελούς τριγώνου ABC 
µε ΑΒΞΑΕΟ βρίσκεται στο εσωτερικό του ευθυγράµµου τμήματος ΑΙ, ὁ- 
που l είναι το έκκεντρο του τριγώνου (Σχήμα 17). Από τα τρίγώνα ΑΜΙ και 
ΟΒΚ (Μ, Κ σηµεία επαφής) θα έχουµε 
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ΓΞΙΜ ΞΙΛΗΝΟΑΜ — ——— (1) 


τεά- Οκ -ΟοβΒσυν ΒΟΚ -ΕσυνΑ (2) 
Χρησιμοποιώντας τη σχέση συνΑ Ξἰ--2ημ᾽ -. από τις (1) και (2) ἑ- 


χουμε: 
γιά ἱ 2γ΄ 


κ (τα 





«5 (Κ κά)’ (ε4)- Ε(Κ κά)’ --2ι” 

«5 (κ «2Κά 3 4” |(τ--ἀ-- κ) 2Κν -0 

5 Ε΄τςΚ΄ά- ΕΕ «284: --2Κά΄ --2/ά νά τά) --ᾱ κ 281’ -0 
(4 κ: τ)(ά” --κ; --2Εε]--0 

«24 Ξ ΚΕ -2Ητ, [αφού 4 «κ τ»0] 


Ξ4Ξ9Ε(Κ --2ε). 


Οι σχέσεις (1} και (2) αληθεύουν για όλες τις σχετικές θέσεις τῶν ση- 
µείων Ο, 1, Α. B. C. οπότε η παραπάνω λύση µπορεί να εφαρμοστεί και για 
τις περιπτώσεις που είναι 60” ς Α «905 και 905 ς Α «180: 


2* "τρόπος 


Ὑποθέτουμε πάλι ὅτι Α «605 και ότι η ΑΙ τέμνει τον περιγεγραμμένο 
κύκλο στο Ν (Σχήμα 17). 
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Τότε θα έχουµε 
ΒΙΝ -ΙΑΒΗ ΙΒΑ 
 Β 
—— *. 
— 
Al. ΒΙ διχοτόµοι τῶν γωνιών A. B, αντιστοίχως]. 
Επίσης έχουµε 
ΙΒΝ -ΝΒοςΙῆς 
46 
— — — 
2 8 


οπότε το tpiyovo ΙΒΝ είναι ισοσκελέςµε ΝΒΞΙΝΞΚ -ᾱ. 
Από τα όμοια τριώνα ΑΜΙ και ΑΛΒΝ έχουµε 


ΜΜΑ. οστά 
ΝΒ ΑΝ Κκ-ά 2ἆκ 
«5» Κ΄ -” - 2Η: 
«.ά- -Κ΄ -2Η: 


«5 ᾱ- /Κ(κ --2ε). 


Οµοίως εργαζόµαστε και στις περιπτώσεις µε 4 5605,Α-605. 





ΠΡΟΒΛΗΜΑ 7 
Το τετράεδρο SABCꝛ έχει την ακόλουθη ιδιότητα: υπάρχουν πέντε 
σφαίρες, που η καθεµία εφάπτεται στις ακμές SA, 58, 50, BC. CA, ΛΕΒ 
ἧἡστις προεκτάσεις τους, 
4) No αποδείξετε ότι το τετράεδρο 5ΛΒ( είναι κανονικό. 
β) Να αποδείξετε αντίστροφα ὅτι σε κάθε κανονικό τετράεδρο υπάρ- 
7ουν πέντε σφαίρες µε την παραπάνω ιδιότητα. 


Λύση 

α) Μία από τις πέντε σφαίρες θα εφάπτεται εσωτερικά και µε τις ἑξι ακ- 
µές, ενώ οι άλλες τέσσερις σφαίρες εφάπτονται στις ακμές µίας έδρας 
εσώτερικά και στις ακμές της απέναντι έδρας εξωτερικά. 
Ας θεωρήσουμε αρχικά την «εσωτερική» σφαίρα Σρ. Αφού οι εφαπτό- 
µενες σε αυτή απὀ κάθε έδρα του τετραέδρου είναι ίσες, προκύπτει ότι 
(β}. σχήµα 15(1)) 


Τσεχοσλοβακία Ceske Βιάε]ονίςς) 


δΑΒςΞΣΡΒΟΑΞΡδΟΑΒΞΧΕΥΕΤΑΝ. 


Α 
ς 
Β ς 
7 2 
ο 
Σχήμα 15/1) Σχήμα 15(1) 


Ας θεωρήσουμε κατόπιν µία απὀ τις «εξωτερικές» σφαίρες, ἑστω αυτή 
που εφάπτεται εσωτερικά στις ακμές ΒΟ, ΟΛΑ, ΑΒ και εξωτερικά στις 
9Α, 58, 50. Έστω Ἡ, Τ., Τι τα σηµεία επαφής στις προεκτάσεις τῶν 
SA. SB. SC και Ὁι, Ὁ,, Ὁς τα σηµεία επαφής στις ΒΟ, CA. ΑΒ (βλ. 
σχήμα 1δ(Π)). Τότε 
5 Ξ5Τ, Ξ5Τι. 

Αφού ΒΙ) - ΒΤ,; και Οι ΞΟΤι, η περίµετρος του τριγώνου 586 εἰ- 
ναι: 

ΝΕ ΒΙΟ ΤΟ ΣςΞΣΡΤ, «δΤι- 251. 
Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε ότι τα τρία τρίγωνα 586, SCA, SAB ἑ- 
χουν την ἴδια περίµετρο 251;. 
Αφού τα τρίγωνα SBC και SCA έχουν την ἴδια περίµετρο και κοινή 
πλευρά 56, ισχύει ότι SB“BCMASAACA. Απότη σχέση (1) έχουµε ε- 
πίσης ότι 5Β-Βς-5Α-0Α. Προσθέτοντας κατά µέλη τις σχέσεις 
αυτές, προκύπτει ότι 9ΒΞ5Α. Όμοια έχουµε ότι 50-5Α. Από τη 
σχέση (1) προκύπτειότι ΑΒΞΒΟΞΟΑ. 
Έως τώρα χρησιµοποιήσαµε την Σρ και µία άλλη σφαίρα για να απο- 
δείξουμε ὅτι το τρίγωνο ΑΒΟ είναι ισόπλευρο και ότι οι τρεις άλλες έ- 
ὄρες του SABC είναι ισοσκελή τρίγωνα. Χρησιμοποιώντας οποιαδήπο- 
τε από τις άλλες τέσσερις σφαίρες, η ισότητα μεταφέρεται σε όλες τις 
έδρες του τετραέδρου. 
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ο 


Σχήµα 19 


ϱ) Αντίστροφα, ας υποθέσουμε ότι το τετράεδρο Τζ SABC είναι κανονι- 
κό και Ν΄ είναι το κέντρο µάζας του τετραέδρου. 
Προφανώς, το V παραμένει αμετάβλητο ὡς προς κάθε στροφή που 
ταυτίζει το Τ µε τον εαυτό του. Αφού υπάρχουν στροφές που µεταφέ- 
ρουν κάθε ακμή του Τ σε µία άλλη ακμή του, συνεπάγεται ότιτο Ν ι- 
σαπέχει απὀ τις ἑξι ακµές. Επομένως, υπάρχει σφαίρα µε κέντρο το Ν΄ 
που εφάπτεται σε όλες τις ακμές. 
Όμως το Τ παραμένει αναλλοίωτο ὡς προς στροφή 1205 γύρω απὀ το 
SW. Επομένως κάθε σφαίρα Σ µε κέντρο που ανήκει στην προέκταση 
του 5 Ν/ και εφάπτεται στην ακμή 5Α, θα εφάπτεται και στις 58 και ος, 
Όμοια, αν η σφαίρα Σ εφάπτεται στην ΑΒ, τότε θα εφάπτεται επίσης 
στις ΒΟ και CA. Επομένως, μπορούμε να κατασκενάσουµε µία εξωτε- 
ρική σφαίρα, βρίσκοντας ένα σηµείο Χ στην προέκταση της 9Ν, που 
να ισαπέχει απὀ τις 5Α και ΑΒ. Ο γεωμετρικός τόπος τῶν σημείων που 
ισαπέχουν από τις 5Α και ΑΒ αποτελείται απὀ δύο επίπεδα κάθετα στο 


τρίγωνο SAB που διέρχονται από τις διχοτόµους της γωνίας ΑΒ. Το 


επίπεδο που περιέχει την εσωτερική διχοτόµο της 5ΑΒ διέρχεται απὀ 
το W, ενώ το άλλο επίπεδο τέμνει την προέκταση της 5 Ν/ στο ζητούµε- 
νο σηµείο Χ. Η κατασκευή τών υπόλοιπων τριών σφαιρών είναι τελείως 
ανάλογη. 
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νία (191), Γιουγκοσλαβία (161), Τσεχοσλο- 
βακία (151), Βουλγαρία (145), Ανατ. Γερ- 
µανία (140), Πολωνία (134). 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ Ι 
Βρείτε όλες τις πραγματικές ρίζες της εξίσωσης 


/χ)-ρ 29) -- ΞΧ, (1) 
όπου ῥ είναι µία πραγματική παράμετρος. 
Λύση 
Αν είναι ρ «0, θα έχουµε 
"α -ρ2νκ΄ 21 Σχ ρ2κ, 
οπότε η (1) δεν αληθεύει. Άρα πρέπεινα είναι ρ20. 
Για Ρ20 η (1) γράφεται στη µορφή 


2/1 -Ἱ-κ-φχ-ρ 20, (2) 


οπότε υψώνοντας στο τετράγῶνο και τα δύο µέλη λαμβάνουμε την εξίσωση 


2χ218ρ--4- -Άχφχ2-Ρ. (3) 


της οποίας τετραγωνίζουµε τα δύο µέλη, οπότε λαμβάνουμε τελικά 
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δ(2-ρ)κ) (4) 6) 
Για 0ςρς2 η (4) έχει τη λύση 
ο ρ-ί  Ἅᾖ4-ρ 
δίο-ρ) δν) 
Με αντικατάσταση του κ στην αρχική εξίσωση, την οποία γράφουμε 
στη µορφή 
λαμβάνουμε τελικά 
Πρ --4|--2ρ-4-ρ 
Πρ --4] ----(3ρ--4). 


η οποία αληθεύει όταν 323-450 ή ρα. 


Άρα η εξίσωση (1} έχει λύση, µόνο όταν είναι θς ρα: και η λύση αυ- 
4--Ρ 


τή είναιη κ- 
0) 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

Δίνεται σηµείο Α και ευθύγραμμο τµήµα BC. Να προσδιορίσετε τον 
Ὑεώμετρικό τόπο τῶν σηµείῶν του χώρου τα οποία είναι κορυφές ορ- 
θών γωνιών µε µία πλευρά που περνάει από το Α και η άλλη τους π)λευ- 
ῥά τέμνει το τµήµα BC. 


Αί 

— τρεις περιπτώσεις σχετικά µε την θέση του σημείου Α ὡς 
προς το ευθύγραμμο τµήµα BC. 

()) Αν το ΑΕΒΕ, τότε όλα τα σηµεία που είναι εσωτερικά και πάνω 
στη σφαίρα 5, διαμέτρου ΑΒ είναι σηµεία του γεωμετρικού τόπου. Το ίδιο 
ισχύει και για τα σηµεία της σφαίρας 5. διαμέτρου ΑΟ, Αν ΑΞΒ ή 
ΑΟ. τότε η µία από τις παραπάνω σφαίρες εκφυλίζεται σε σηµείο. 

(Π) Αν το Α ανήκει στην ευθεία Βς, εξωτερικά του ευθυγράµµου τµή- 
µατος BC. ἑστω προς το µέρος του Β, τότε ο γεωμετρικός τόπος είναι όλα 
τα σηµεία που είναι εσωτερικά και πάνω στη σφαίρα 5. διαμέτρου Α.Ο, ε- 
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κτός εκείνων που ανήκουν στο εσωτερικό της σφαίρας 5 διαμέτρου ΑΒ. 





ῃ Α Α κ΄ Β ς 
Σχήµα 18/1) Σχήµα 15(11) 
Πράγματι, αν Κ ανήκει στο εσώτερικό τῆς σφαίρας διαμέτρου ΑΒ, τότε 


το επίπεδο που περνάει απὀ το Κ. και είναι κάθετο στην ΑΚ τέμνει την ευ- 
θεία ΑΟ μεταξύ Α και Β, οπότε δεν τέμνει το τµήµα BC. Αυτό γιατί έχουµε 


ΑΚΒ2ΑΓΗΒΞΟΟΤΞΑΚΚ.’. 

(Π1) Ἔστω ότιτο Α δεν ανήκει στην ευθεία BC. 

Θεωρούμε πάλι της σφαίρα 5ι διαμέτρου ΑΒ καιτη σφαίρα 5; διαµέ- 
τρου AC. 





Σχήμα 19 


Κάθε σηµείο ΚΕδι ἡ ΚΕΡ, είναι σηµείο του τόπου, γιατί είναι 


ΑΚΒ -«ο0”ῦ ἡ ΑΚςΞ9ο05, 

Κάθε σηµείο που είναι εσωτερικό της σφαίρας 5ι ἡ της σφαίρας 5,, 
χωρίς να είναι κοινό εσωτερικό σηµείο τους, ανήκει επίσης στον γεώμετρι- 
κὀ τόπο. Πράγματι, αν Κ είναι ἑνα τέτοιο σηµείο, τότε η ΑΚ. τέμνει τις 
σφαίρες δι. S2 στα σηµεία Κι,Κ; αντιστοίχως, και είναι 


ΑΚ/Β -90ῦ- ΑΚ.Ο, οπότε το επίπεδο που περνάει απὀ το Κ. και είναι κά- 
θετο στην ΑΚ θα τέμνει το τµήµα BC. Αντίθετα, κάθε σηµείο Α που είναι 
κοινό εσωτερικό σηµείο τῶν σφαιρών 5ι και 5. δεν ανήκει στον γεωμετρι- 
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κό τόπο. Πράγματι, η ΑΛ τέμνει τις σφαίρες δι, 52 στα σηµεία Λι, ΑΛ. ᾱ- 


ντιστοίχώς, και ισχύει ΑΛ/Β -905-ΑΛ.Ο. Τότε το επίπεδο που περνάει 
από το Λ και είναι κάθετο στην ΑΛ θα τέμνει την προέκταση του ευθυ- 
γράμμου τμήματος BC. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 
Σε ἕνα ν-γώνο του οποίου όλες οι εσωτερικές γωνίες είναι ίσες, τα 
µήκη τῶν διαδοχικών πλευρών του ικανοποιούν τις σχέσεις 
αιδαγδ'2α.. 
Χα αποδείξετε ότι: αι Ξα,ρξ----α͵. 
Λύση 
Επειδή το ν-γωνο έχει ίσες εσωτερικές γωνίες θα έχει και ίσες εξωτερι- 
2ν-(2ν-4 
κές γωνίας και κάθε µία απὀ αυτές θα είναι 24374) ορθές ή -- ορθές 
ν ν 


ή - ακτίνια. 
ν 


Θεωρούμε το ν-γωνο Α/Α....Α, στο μιγαδικό επίπεδο, έτσι ώστε η 
αρχή των αξόνων να συμπίπτει µε την αρχή Ο και η πλευρά ΑΙΑ. να βρί- 
σκεται πάνω στον πραγµατικό άξονα. Έστω ότι είναι αι Α/Α., 
α})Ξ Α2Α4..., αν Ξ * 
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Επειδή το ν-γῶώνο είναι κλειστό θα έχουµε ότι 
ΑΙΑ1 ΑΛΑ Υ"' ΕΑγΑιΞ0, 
ή χρησιμοποιώντας μιγαδικούς αριθμούς έχουµε 


αι (σννθ «ἴημθ) κα; — 


μαι (σνν ος εημά — (1) 


από την οποία προκύπτει η ισότητα 
Παρατηρούμε ὅμως ὅτι τ: . Έσσης Ξᾖπ και γενικότερα 
με ον ενος κΞ]Ι,2...., οπότε —— —— 
ν ν ν 


κΞ]Ι,2..... Επιπλέον, παρατηρούμε ὅτι οι όροι 


2.Ιπ 2.0 2.3  2'(ν-Ι)π G 
ν 9 ν * ν 0.00 ν * 
οπότε, για ν περιττό, το πλήθος τους είναι άρτιος αριθμός και οι όροιπου ᾱ- 
πέχουν ίσες αποστάσεις απὀ τα άκρα θα έχουν αντίθετα ηµίτονα. Τότε η ι- 
σότητα (2) εφ 


ία, --α νο” σε(α, -- αν —J ή ανω "ἄν ”., ϱ. (4) 
J 
Στην ο, που ο ν είναι άρτιος, το αλήθος των ὁρων της (3) είναι 


περιττό, οπότε θα υπάρχουν το ζεύγη και ο μεσαίος όρος 


—— 
2 


Σε κάθε περίπτωση όλοι οι ὁροι της (4), λόγω των ανισοτήτων 


v 
2·21 
—J— 
2 
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λα ο ου μμ — —— — —— 


2 

¶ S 22, καιτου ότι — (0,π) για κΞΙ,2.....ν --ἴ, είναι µη αρ- 
ν 

νητικοί. Επειδή το άθροισμα τῶν ὁρῶν της (4) είναι μηδέν έπεται ότι κάθε 

όρος της (4) θα είναι 0, δηλαδή α,Ξας, οπότε και λόγω της υπόθεσης 

α.-αγδ-:-2ας, έπεται ὅτι 


αι 202 3*26 
Έτσι η (1) γίνεται 
( 2 . ο) 2(ν--ἵὸπ. . —— 
αι Ταρ|] συν — in — 1... — -F im — 0. 
ν ν ν ν 
Φα αι{ω γω) ἡ"- ω"']-θ, (5) 


α.... κ 2 ν-ί . , 
όπου ᾧ-σουν ----Εἰημ----. ὠ”,... είναι ν--Ἱ απὀ τις νιοστές τῆς µο- 
ν ν 


νάδας, (µία ακόµα νιοστή ρίζα της µονάδας είναι το 1). Επειδή όπως είναι 
γνωστό !γωθω” α--- Κω” -θ, από την (5) έπεται ότι αι -α.(-1)Ξ0, 


δηλαδή αι -α,. οπότε έχουµε τελικά αι, -α.-''--α͵. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 
Χα βρεθούν όλες οι λύσεις (ΧιιΧγΧειΧριΧς) του συστήµατος 
Χς ἜχοΞνχι (1) 
Χι ΤΧΥΞΥΧ, (2) 
xX Ἔχι ΞΥχι (ϱ) (Σ) 
Χι ΓΧςΞΥΧι, (4) 
χι Ἔχι Ξγχς (5) 
όπου y είναι παράμετρος. 
Λύση 
Το σύστηµα εἶναι ομογενές γραμμικό και έχει κατ᾽ αρχήν την μηδενική 
λύση (αι, ΧοιΧγιΧαικς)Ξ(0,0.0,0.0). 


Με πρόσθεση τῶν πέντε εξισώσεων κατά µέλη λαμβάνουμε 
(2--γ)ίκι χο Έχι Εχι Έχς)Ξ0 


9 ΥΞ2 ἡ ΧιΤΧ) ΈΧι Έχι ἐκςΞ0. 


ο Για ΥΞ2,µεπρόσθεση κατά µέλη τῶν (1) και (2) προκύπτει ότι 
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Χι Χο Ξχι Χς, 
οπότε λόγω της (4) έχουµε 
Χι Ἔχο Ξχι Έχς Ξ2χ/. 
ΧιΕΧ2ΕΧι ΑΧ ΕΧςΞ»χ. 
Επειδή το σύστημα (Σ) είναι κυκλικά συμμετρικό, οµοίῶς μπορούν να 
προκύψουν και οἱ ισότητες 
Χι Γκ} Χιλ ΈΧ Τχς οχι, j1L. 2.3. 5. 
οπότε τελικά έχουµε 
ΧιΞΧ}ΞΧιΞχι Ξχς, 
και µε µία απλή επαλήθευση διαπιστώνουμε ὅτι, για ΥΞ2. λύση του (Σ} εἰ- 
ναι κάθε πεντάδα της µορφής 
(χι Χ2ιΧ1,Χῃ Χς)(6,ο,ς,ς,ο), ος R. 


ο» Για Υ2, ύχουµε ήδη βρει ότι Χι χο Έχι χι ΈχςΞθ, και γράφουμε 
το σύστηµα στη µορφή 


-Ύχι αχ ΥΧ«Ξ0θ (υ΄ 
Χι1-Υχ21 Χη Ξ0 (2) 
Χ.-γχιΑ χι Ξ0 (2 

Χα γχιτ ΧςΞ0 (4 

χι Ἔ κι Ὕκς-0, (5 


από το οποίο µε απαλοιφή του Χς απὀ τις (4) και (5)΄ έχουµε το ισοδύ- 
ναµο σύστηµα (εναλλάσσουµε τις (2)΄ και (3): 


-Ύχι Ἐκ} ΈκςΞθ (υ 
xX⸗--YXSJ κ, 20 (2 

Χι-Ύχο χι Ξ0 (3Υ΄ 

χι Χρ Χιλ -Ύχ 50 (ή 

(1 κι .γκ, χι, 20. (5Υ΄ 


Από το τελευταίο σύστηµα µε απαλοιφή του χι απὀ τις (4), (5) 
λαμβάνουμε το ισοδύναμο σύστηµα 
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"γαι τα «χς-ο (1 
Χ.- ΥΧι Χ, Ξ0 62* 

χι - γκο Χα 0 (3) 

γΧι (Υ-Ι)κ, {1 γ΄]κ. 0 (4) 
(1--γ΄]κι Σ(Υ-Ί)κ. γΧη -0. 6)* 


Με αφαίρεση κατά µέλη των δύο τελευταίων εξισώσεων βρίσκουμε την 
εξίσωση 


(ν εγ-Π](κ -κι)50 
«9 ΥΑΥ-Ι-0 ἡ χΧιΞκκε. 
Αν είναι γ΄ ΕΥ--Ι--θ, τότε ΥΞΙ-Υ 9Υγ-ἰ---γ και οι δύο τελευ- 
ταίες εξισώσεις ταυτίζονται, οπότε ὡς προς τις μεταβλητές Χι, Χ., Χι ἕ- 


χουμε το σύστηµα 
Χι- Υχν. Τ x 20 


γχι κο. ΥΧΞ0, 
το οποίο επειδή είναι Υ «0 είναι ισοδύναμο µε την εξίσωση 
Χι ΥΣ X3 20 
Φ ΧΞΥΧ2-Χι, Χι,Χ2Ε R. 
Απόγτις (1) ” και (2)/’ προκύπτει τότε ότι; 
Χα ΥΧΑ  Χ2ΞΥ(ΥΧ)-Χι)-α) Ξ(Υ) -τ]κ; -γκι 
Ἀφ ΥλΙ ᾱ2, 
οπότε τελικά έχουµε τις λύσεις 
(δινκον λεν Χεικο) 5 (κιλνλ-κ(ν) -")λ-γκρκ-λ), 


όπου κ,λε Ἡ και y εἶναι οποιαδήποτε ρίζα της εξίσωσης ΥΑΥ-Ι-0. 
Αν είναι γ΄ ΑΥ-Ι0. τότε χι χι και οι εξισώσεις (3)///, (4)”’, 
(5)' γίνονται 
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2χι- γΧ2Ξ0 
(ον γ κι ε(Υ-ἴ)α, Ξ40, 
το οποίο έχει µόνο τη μηδενική λύση χι Ξκχ»Ξ0, λόγω του ότι είναι 
22 * 
14y-2* Υ-Ι 








— ΕΔΥ-2Ξ-(Υ--2)(Υ) Υ-τ) κο, 


αφού γ 2. Έτσι τελικά στην περίπτωση αυτή προκύπτει η μηδενική λύση. 
Συνοψίζοντας τα παραπάνω έχουµε τα εξής: 

 Γιαγ42καιγ «Υ-Ι0,τότε (XXX.XMXS)S (0. 0. O. O. O). 

9 Για ΥΞ2, είναι (xj. Xz. Xxʒ. Xä. x)- (c. c. c. c. e), ee R. 


Tu 2410, είναι 


(..X3 4. xx)ſx. MMöx, ſyꝰ -")λ-γκινκ-λ], κιλεΒ. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 
Να αποδείξετε ὅτι: 
Ἆπ 


π 2π 
συν -- --συν ---- -- συν ---- 
7 7 7 


εο! -- 


Λύση (1 τρόπος) 
Επειδή είναι — -π., οπύτε συν ας 2 — . αρκεί να αποδεί- 
ζουμε ὅτι 
π ἀπ οπ 1 
συν-- «συν---ή-συν---- -----. 
7 7  ὰ 
Από τη γνωστή ταυτότητα 2συναημβΞημ(α-β)-ημία-β). όταν 
ημβ «0, προκύπτει ότι 
συνα- Πμ(α1β)-ημία-β) 
2ηµβ 
Εφαρμµόζουμµε την (1) διαδοχικά µε αξ 3238 και β.”, οπότε 


Ὁ 
λαμβάνουμε 


(1) 
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ο μμ —— —4— 





ημ — ημὂ ημ - ημ * ηµ — -Ἡμ F 
αν τν - — 
— ——— — —. 
2ημµ-- 2ηµ-- 2 
ημ [ ημ - ημ J 
από τις οποίες µε πρόσθεση κατά µέλη προκύπτει ότι 
όπ 
π In 51 M 74 
συν ονν- συν — 
2ημµ- —* 
µ - 
2 Ἱτρόπος: 


Θα χρησιμοποιήσουμε τις ρίζες της εξίσωσης 2΄ --Ι--0, που είναι οι 
2 2 
Ζς Ξ συν-- 4 mu⸗. κΞθ,],2.3.4,5.6 


και ὁπῶς είναι γνωστό έχουν άθροισµα 0. Επομένως το άθροισμα των 
πραγματικών μερών τους θα είναι 0, δηλαδή 


21 όπ δπ Ι0π Ι2π 
κσις-εσιν-α ον ών” —— 

7 7 7 7 7 7 

2π 
Φα τς συνή -συν «συν αφού 
[οπ 2π όπ δπ π ἀπ Ι0π 3π 
συν -----Ξσυν----. σὺν -----συν---- --συν--. συν---- συν ------ --συν----. 

7 7 7 7 7 7 7 7 


ΠΡΟΒΛΗΝΙΑό6 

Πέντε σπουδαστές A, Β. C. D. E πήραν µέρος σε έναν διαγωνισμό. 
Μία πρόγνωση έλεγε ότι οι διαγωνιζόμενοι θα τελειώσουν µε σειρά κα- 
τάταξης ABCDE. Η πρόγνωση αυτή ήταν πολύ φτωχή. Πράγματι, κα- 
νείς διαγωνιζόμενος δεν κατετάγη στην παραπάνω θέση και κανένα 
ζεύγος εκ των διαγωνιζοµένων δεν τερμάτισε σε διαδοχικές θέσεις της 
πρόγνωσης ARCDE. 

Mid δεύτερη πρόγνώση έλεγε ότι η κατάταξη θα ήταν της µορφής 
ΡΑΕ (ΟΡ. Η πρόγνωση αυτή ήταν καλύτερη, γιατί ακριβώς δύο από τους 
διαγὠνιζόµενους κατετάγησαν στις θέσεις της πρόγνώσης και δύο δια- 
φορετικά ζεύγη διαγωνιζοµένων κατετάγησαν σε διαδοχικές θέσεις, ὁ- 
πως έλεγε η πρόγνώση. Να βρείτε τη σειρά κατάταξης τῶν σπουδα- 
στών. 
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[Οι υποψήφιοι X. Υ τελειώνουν σε διαδοχικές θέσεις, όταν στην τε- 
λική κατάταξη υπάρχει το ΧΥ., χωρίς κανέναν σπουδαστή ανάμεσά 
τους]. 


Λύση 
Είναι πιο εὐκολο να πάμε πρώτα στη δεύτερη πρόγνωση. όπου υπάρ- 
χουν τέσσερα διαδοχικά ζεύγη και είναιτα ὈΑ, ΑΕ, ΕΟ και CB. Επομένως 
οι διαφορετικές δυνατές κατατάξεις µε δύο διαφορετικά διαδοχικά ζεύγη εἷ- 
ναι οἱ εξής: 
(ϱ) («ΑΛ ΕΟ)Β και ακόµα οι 6 κατατάξεις που προκύπτουν απὀ τις µε- 
ταθέσεις τῶν στοιχείων ΡΑ, Ες, Β. 


(1) (DACB)E καιοι όπου προκύπτουν απὀ τις μεταθέσεις των στοι- 
χείων ὈΑ, CB. Ε. 


(ἱ) (ΑΕΚΟΒ)Ρ και οι όπου προκύπτουν απὀ τις μεταθέσεις των στοι- 
χείων ΑΕ. CB. 


Επειδή πρέπει µόνο δύο σπουδαστές να τελειώσουν στη θέση της πρό- 
γνώσης, έχουµε δεκτές τις κατατάξεις: 
(ὈΑ)Β(ςζΕ), απὀ την περίπτωση (1) 
Ε(ΡΑΧςΒ) και(ϱΑΧΟΒ)Ε, απὀ την περίπτωση (11) 
(ΑΕ)Ο(ίςΓΒ), απὀ την περίπτωση (111). 


Από τις παραπάνω κατατάξεις ικανοποιεί την πρώτη πρόγνωση µόνο η 
κατάταξη EDACB. 





7 
΄ 


-” 


6 Αιεθνής Μαθηματική Ολυμπιάδα. 1964, 


Τόπος Διοργάνώσης: Σοβιετική Ένωση (Μόσχα) 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: AJ. Μαγκαδενις (Παν/μίου Μόσχας) 
Συμμετοχή: 9 χώρες µε δ το πολύ µαθητές η καθεµία 
Νέες συμμετοχές: Μογγολία 

Μέγιστη Βαθμολογία: 40 βαθμοί ανά µαθητή 

Τελική Βαθμολογία: Σοβ. Ένωση (269), Ουγγαρία (253), Ῥουμα- 


ία (213), Πολωνία (209], Βουλγαρία (1958), 
Αν. Γερμανία (196), Τσεχοσλοβακία (194), 
Μογγολία (169]. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 

(α) Βρείτε όλους τους θετικούς ακέραιους π για τους οποίους ο αριθµός 
2" --ἶ διαιρείται µε το 7. 

(β) Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει θετικός ακέραιος n για τον οποίο ο 
αριθµός 2" «ΕΙ να διαιρείται µετο 7. 


Λύση 
(α) Παρατηρούμε ότι; 2) Ξ2(πιοῦἸ}, 2’ Ξ4{πιοάἸ), 2 ΞΙ(πιοάΊ). Ε- 
ποµένως έχουµε τις περιπτώσεις; 


ο, κ 
9 Αν είναι ΠΞΛΟΚΚΕΝ τότε 2" 52 (23) Ξ 1 (πιοά7)ξ 


Ι(πιοά 7}, οπότε ο 2" --Ι διαιρείται µε το Τ. 
. 
9 Αν είναι πΞ2κ-Ι.ΚκεΝ τότε 2" Ξ(2)) «2Ξ2(πιοά Τ). 


ο Ανεί Ὁ , τα 11 α.. 
νείναιπ-2κ-2κε ἣν τότεὂ2 Ξ(2 ) 48 4(πιοά Ἰ). 
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Στις δύο τελευταίες περιπτώσεις ο 2" --] δεν διαιρείται µε το 7. 

(β) Σύμφωνα µε τα παραπάνω θα έχουμε 2 85 2(πιοά 7], 
23331 α΄ Ά(πιοά ) και 2393! Ξ 5(πιοά 7). για κάθε ΚΕΝ, οπότε, 
πράγματι, δεν υπάρχει θετικός ακέραιος n τέτοιος ώστε ο αριθμός 
2 ΕΙ να διαιρείται µε το 7. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 
Ὑποθέτουμε ότι α. h. ς είναι πλευρές τριγώνου. Να αποδείξετε ότι 


α (ο ες --ᾱ) (ενα --)--εὖ (ας Ἡ --ε)ς Δαΐνε 
Λύση (1 τρόπος) 
Υποθέτουμε ότι είναι OSaſhSce, οπύτες-α25--4 20 και 
ε(ς--Ό)ίε--α)25{ς --)(0--α)20 
ἡ ε[ς--Ρ](ς--ᾱ)-- δίε-- 5)(0--α)20 
ἡα(α-- ία --ς)-ε(ε--δ)ίς--α)--δ(ς--Β)(0--α)20 
ἡ αἱ 4 bꝰ οὗ -aꝰh-· aꝰe · cꝰb -eꝰa -- hꝰe --Ότα 4 3αὓς 20 
ή aꝰ (α--ὂ--ε) εδ) (0 --ς --ᾱ) η οἶ (ο--ὂ--ᾱ) 2 öabe 
ή α΄ (ρς--α) (ο -α-- 0) κ οἶ (α οκ) «λαὺς. 


Από την πορεία της λύσης είναι φανερό ότι η ισότητα ισχύει για 
αξυξςψς. 


2 "τρόπος 
Αν θέσουμε χΞθς-α, Υξς-α-θ, w -za*b-60, τότε είναι χ50. 
Υ20, ν 20, αφού οι α, Ὁ, e είναι πλευρές τριγώνου. Τότε θα έχουµε 


*w Μ.Χ x* 
að Ὁ Ξ- ----, 5 3 





παλ πώ κ 
και απὀ την ανισότητα αριθμητικού -- γεὠμετρικού µέσου προκύπτει ότι 


2* 
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από τις οποίες µε πολλαπλασιασμό κατά µέλη προκύπτει ότι 
ΣΥ ΥΥΝ ΝΑ Χγ. 
2 
οπύτε µε αντικατάσταση τῶν κ, y, Ν λαμβάνουμε 
προ2(ρ4ς- α)ίοα- )(αὓ--ς), 
ἡ ισοδύναμα µετά απὀ πράξεις στο δεύτερο µέλος 
abe 24 (ος-α) δ΄ (οα--θ) ες (α--ὃ--ε)--2αὓς 
Θα (υς- 4) (ο-α--Ό) ο” (α-ὃ--) ς3α0ς. 
38 Ἱτρόπος 
Αρκεί να αποδείξουμε ὅτι ισχύει 
aꝰb · aꝰe · aꝰ «Ες bꝰa --δ) 420ꝰa 4 eꝰh · eꝰ 2 34ὓς 
ή α[ ν΄ — a Ρο γα” bꝰ)eſaꝰ ΕΕ’ τς” 3αῦς ' 
ή χρησιμοποιώντας το νόµο τῶν συνηµιτόνῶων, αρκεί να αποδείξουμε ότι 


240ς (συνΑ Γσυνβ συν} 5 3abe 


συνΑ «συνβ.«συνΟ«-, 
όπου Α. Β, C εἶναι οι τρεις γωνίες του τριγώνου ΑΒΕς και ισχύει 
Α.Β-ςςσπ. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Ένας κύκλος είναι εγγεγραμμένος στο τρίγὠνο ΑΒΕς µε πλευρές Ἡ. 
υ, ς. Φέρουμε εφαπτόµενες του κύκλου παράλληλες προς τις πλευρές 
του τριγώνου και κάθε µία απὀ αυτές αποκόπτει ἕνα τρίγὠνο απύ το 
τρίγώνο ΛΒς. Σε καθένα από αυτά τα τρίγὠώνα θεωρούμε τον εΥΥε- 
γραμμένο κύκλο τον. Να βρείτε το άθροισμα των εμβαδών των τεσσά- 
ῥῶν εγγεγραμμένων κύκλων συναρτήσει των πλευρών α. ο. e. 


Λύση 
Θεωρούμε ένα απὀ τα αποκοπτόµενα τρίγώνα, ἑστω το τρίγώνο ΑΡΕ 
που αποκόπτεται απὀ την ΏΕΙΒΟ. Ἔστω Ο,(1.ρι) ο εγγεγραμμένος κύ- 
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κλος του τριγώνου AnE. 6/1.) ο εγγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου 
ΑΒΟ και ΛΗΞυ, ύψοςτου τριγώνου ΑΒΟ. 





Δ Δ 
Επειδή είναι ΑΛΕ - ABC θα έχουµε την αναλογία 


ΑΚ θε 2 δι 1-28 (1) 
ΑΗ ρ v. ρ ρ νι 


] a*b*0 
Από τις ισότητες EAc) 5200 Καὶ Ελκο) 5 τρ, όπου ττς----τ---- 
είναι η ημιπερίµετρος του τριγώνου ABC, προκύπτει ότι 
2 
a 
Από τις (1) και (2) έχουµε 
Ρι 21 ρα. -- ττα (3) 
ρ τα 
Οµοίῶς βρίσκουμε και τις ισότητες 


ιτ η 


όπου ρ1.β1 είναι οι ακτίνες τῶν εγγεγραμμένων κύκλων των τριγώνων που 
αποκόπτονται απὀ τις παράλληλες προςτις πλευρές AC. ΑΒ, αντιστοίχῶς. 


Τετραγωνίζουµε και προσθέτουμε κατά µέλη τις ισότητες (3) και (4), ο- 
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πότε λαμβάνουμε 
ρἱ Ερ24ρ1 {1-8 ὁίτ- ο) (τσ) 
ρ΄ τ 
τ΄ --2τ(α 0) (α” 4624cꝰ) 
—— —— 
a? 4bꝰ αν ς” 
—— 1 
t 
(αν Φ 4 ο” ]ρ᾽ 
-9 ρῇ toꝛ «ρὴ «ρ᾽ — ————— — (5) 


Από τις ισότητες πμ» α)(τ-)(τ--«) (τύπος του Ἡρωνα) 


και Ει ΑΒΟ) Τρ λαμβάνουμε 
-α (α-α)α-θ)ίτ-ε) 


τ 
οπότε από τις (5) και (6) έχουµε τελικά 


.. b κο) ](τ- α)(τ-υ)(τ-ς) 


(6) 


οί Ερᾷ5ρᾗτρ-- 5. 
κ ον 8 
π[α” "ο τ-α)(τ-- Ό)(τ-ε) 
«ή ερλνάν]-ς ἂν ον 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 


Δεκάεπτά άτοµα επικοινωνούν μεταξύ τους µε αλληλογραφία -ο 
καθένας µε όλους τους άλλους, ὅτα γράµµατα συζητούνται µόνο τρία 
διαφορετικά θέµατα. Κάθε ζεύγος ατόμων που αλληλογραφεί ασχολεί- 
ται µόνο µε ένα απὀ τα τρία αυτά θέµατα. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν 


τουλάχιστον τρία άτοµα που αλληλογραφούν ανά δύο ασχολούµενοι µε 
το ίδιο θέµα. 


Αέ 

Το πρόβλημα αυτό µπορεί να λυθεί µε διαδοχική εφαρµογή της αρχής 
της περιστεροφωλιάς. Ονοµάζουµε Αι. Α....., Αῃ τα 17 άτοµα και Θ,, 
Θ.,, Θ., τα τρία θέµατα της αλληλογραφίας, Επιλέγουμε τυχαία ἕνα άτοµο, 
ἑστω το Αι. Αυτό αλληλογραφεί µε τα υπόλοιπα 16 ἆἁτοµα σε τρία διαφο- 
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ρετικά πιθανά θέµατα. Επομένως θα υπάρχουν τουλάχιστον 6 αλληλογρα- 

φίες του Αι πάνω σε ένα θέµα, έστω το Θι, και μπορούμε τώρα να διακρί- 

νουµε τις περιπτώσεις; 

l. Ένα τουλάχιστον άτοµο απὀ το σύνολο Σι των ατόµών µε τα οποία αλ- 
ληλογραφεί ο Αι στο θέµα Θ,, αλληλογραφεί µε ένα τουλάχιστον άτο- 
μο του συνόλου Σι στο ίδιο θέµα Θ|. Τότε προφανώς υπάρχουν 3 του- 
λάχιστον άτοµα απὀ τα 17 που αλληλογραφούν στο ίδιο θέµα. 


Η. Όλα τα άτοµα του συνόλου Σι αλληλογραφούν μεταξύ τους στα θέµα- 
τα Θ; και Θ.. Θεωρούμε ένα άτοµο του συνόλου Σι, ἑστω το Α».. 
Σύμφῶώνα µε την αρχή τῆς περιστεροφωλιάς, το άτοµο Α. θα αλληλο- 
γραφεί µε τρία τουλάχιστον από τα υπόλοιπα πέντε άτοµα του συνόλου 
Σι πάνω στο ίδιο θέµα, ἑστω το Θ,. Ονοµάζουμε Σ., το σύνολο των ᾱ- 
τόµῶν µε τα οποία αλληλογραφεί το άτοµο Α., στο θέµα Θ,. Τώρα ἑ- 
χουμε τις εξής υποπεριπτώσεις: 

() Αν δύο απὀ τα άτοµα του Σ, αλληλογραφούν μεταξύ τους πάνω 
στο θέµα Θ., τότε υπάρχουν 3 τουλάχιστον άτοµα που αλληλο- 
γραφούν στο ίδιο θέµα. 


(Η) Αν κανένα ζεύγος ατόμων απὀ αυτά του Σ. δεν αλληλογραφεί στο 
θέµα Oꝛ, τότε όλοι θα αλληλογραφούν μεταξύ τους στο θέµα Θ.. 


οπότε πάλι θα υπάρχουν τουλάχιστον 3 άτοµα που αλληλογραφούν 
στο ίδιο θέµα. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 

Θεωρούμε 5 σηµεία στο επίπεδο τέτοια ώστε να µην υπάρχουν ευ- 
θείες οριζόµενες από τα σηµεία αυτά ανά δύο, που να είναι παράλληλες, 
κάθετες ή συμπίπτουσες. Από κάθε σηµείο φέρουμε κάθετες προς όλες 
τις ευθείες που ορίζονται απὀ τα υπόλοιπα τέσσερα σηµεία. Να προσ- 
διορίσετε τον μέγιστο αριθµό τοµών μεταξύ των παραπάνω κάθετων 
ευθειών. 


Λύση 
Ονοµάζουµε Αι. Α., Α4, Αφ, Ας τα 5 δεδοµένα σηµεία του επιπέδου. 
Αν επιλέξουμε ένα απὀ αυτά, ἑστω το ΑΙ, τότε τα υπόλοιπα 4 ορίζουν 
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4 
) Ξ6 διαφορετικές µη παράλληλες και µη κάθετες ανά δυο ευθείες. Ἔτσι 


απὀ το Αι μπορούμε να φέρουμε 6 κάθετες ευθείες προς αυτές, οπότε συ- 

νολικά απὀ τα 5 διαφορετικά σηµεία μπορούμε να φέρουμε 30 ευθείες, οι 

209.30 
2 





30 
οποίες θα τέμνονται το πολύ σε 2 — 435 σηµεία. 


Παρατηρούμε ὅμως, ότι κάποια απὀ τα παραπάνω πιθανά σηµεία τοµής 
των καθέτων ευθειών δεν εἶναι διαφορετικά μεταξύ τους ή κάποιες απὀ τις 
κάθετες δεν τέμνονται. Τέτοιες είναι οἱ παρακάτω περιπτώσεις: 

Α) 
Αι 
Απ 
Αι Ας 
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(α) Αν θεωρήσουμε µία απὀ τις 10 ευθείες που ορίζουν τα 5 σηµεία, ἑστω 
την Αι Ας, τότε οἱ 3 κάθετες που ἀγονται προς αυτήν απὀ τα υπόλοιπα 
3 σηµεία είναι παράλληλες μεταξύ τους, οπότε χάνονται 3 απὀ τα πιθα- 
νά σηµεία τοµής. Επομένως, συνολικά για τις 10 ευθείες χάνονται συ- 
νολικά 30 σηµεία. 





Σχήµα 25 


5 
(β) Αν θεωρήσουμε ένα απὀ τα ) Ξ10 τρίγώνα που ορίζουν ανά τρία τα 


5 σηµεία, έστω το ΑΛΑ, τότε οι κάθετες απὀ τις κορυφές του προς 
την απέναντι πλευρά τους είναι ύψη του τριγώνου, οπότε συντρέχουν. 
Ἔτσι τέμνονται σε l µόνο σηµείο, αντί για 3, οπότε σε κάθε τέτοια πε- 
ρίπτωση ἸὙΧάνονται 2 πιθανά σηµεία τοµής. Συνολικά χάνονται 
Ι0-2 20 σηµεία. 
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(Υ) Αν θεωρήσουμε ένα από τα 5 σηµεία, ἑστω το Α.., τότε υπάρχουν 6 
4 
διαφορετικές κάθετες απὀ αυτό προς τις 4 Ξ6 ευθείες που ορίζουν τα 


υπόλοιπα τέσσερα σηµεία. Αυτές οι 6 κάθετες συντρέχουν στο Α. και 
έτσι έχουν ένα µόνο σηµείο τοµής, αντί του μεγίστου αριθμού τῶν 


6 
4, Ι5 πιθανών σηµείῶν τοµής. Έτσι, απὀ κάθε τέτοια περίπτωση 


χάνονται 14 σηµεία, οπότε συνολικά χάνονται 5:14 -- 70 σημεία. 


Επειδή στις τρεις παραπάνω περιπτώσεις τα αναφερόμενα ὡς σηµεία 
που χάνονται, είναι διαφορετικά σε καθεμία περίπτωση, συνολικά μπορού- 
μενα θεωρήσουμε ότι χάνονται τουλάχιστον 30-20-70 -- 120 σημεία. 


Επομένως ο μέγιστος δυνατός αριθµός τοµών μεταξύ τῶν καθέτων ευ- 
θειών είναι ο 435-120 315. 


ΠΡΟΒΛΗΝΛό 

Σε τετράεδρο ARCD συνδέουµε την κορυφή Ὦ µε το κέντρο βάρους 
Do του τριγώνου ΑΒΟ. Απότις κορυφές A. B.C φέρουμε ευθείες πα- 
ράλληλες προς την ὮΏι, οἱ οποίες τέµνουν τα επίπεδα BCD. CAD και 
ABD στα σηµεία Αι. Βι και Cy, αντιστοίχως, 


Χα αποδείξετε ότι ο όγκος του τετραέδρου ισούται με το ς του ὁ- 


Ύκου του τετραέδρου AB CD,. 
Ισχύει το ίδιο συμπέρασμα, όταν το Do είναι τυχαίο εσωτερικό ση- 
µείο του τριγώνου ARC; 


Λύση 
Θεωρούμε τετράεδρο ABCD, το κέντρο βάρους Ὁρ του τριγώνου ABC 
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και τις ευθείες ΑΑΙ, ΒΒΙ, CO, που είναι παράλληλες προς τη ΡΏρ., όπως 
ακριβώς ζητείται. 

Το επίπεδο που ορίζεται απὀ τις παράλληλες ευθείες ΑΑΙ και ὈΏρ πε- 
ριέχει τη διάµεσο ΑΚ. του τριγώνου ΑΒΟ και από τα όµοια τρίγωνα ΚΑΑΙ 
και ΚΡΏ, προκύπτει η αναλογία 

ΑΑιΙ ΑΚ 


— — ας 2 Ἱ ΑΑ Ξ3ΓΤΏ ͵ 
ο οκ 9 


* 






2 
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Οµοίώς αποδεικνύονται και οἱ ισότητες ΒΗΒ, Ξ2Ρ0ΏρΞΟΕ,, οπότε τα 
τετράπλευρα ΑΒΒΙΑΙ. ΒΟς/Βι και ΟΑΑ/ΟΙ είναι παραλληλόγραμμα και 
τα τρίγώνα Α/Β/.Ι, ΑΒΕ είναι ίσα. 

Αν φέρουμε ΑΙΕ.Ι ΑΚ.ΡΕ ΙΙ ΑΚ καιτα ύψη ΑιΜήΞοιΒΏΛΞξυ των 
τετραέδρων Α/ΑΒΟ και DABC, αντιστοίχως, τότε τα τρίγώνα ΑΙΕΜ και 
ΡΕΛ θα είναι όμοια οπότε θα έχουµε 


νι ΔΕ, ΑΙΑ 3 
υ ΡΕ Ῥῦο 
οπότε θα είναι 0 - 3υ. 
Έτσι έχουµε 
Ψλωον) "π(ΛΒΟ)ν 
και 


Ι Ι 
Ὑρια, δις) * σίΛιΒιΟι )v * — * 3VAco) 
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Το δεύτερο ερώτηµα του προβλήματος, ὅταν το Ὦρμ δεν είναι κέντρο 


βάρους του τριγώνου ΑΒΕ, αλλά κάποιο τυχαίο εσωτερικό σηµείο του τρι- 
γώνον, αν και έχει καταφατική απάντηση, ὅεν µπορεί να αποδειχθεί µε την 
παραπάνω διαδικασία. Ὑπάργει µία μέθοδος µε την οποία αποδεικνύεται ότι 
η απάντηση στο ερώτημα είναι καταφατική γενικά όταν το Ὦ είναι ἑνα ση- 
µείο του επιπέδου του τριγώνου ΑΒΟ που ὅεν ανήκει στις πλευρές του τρι- 
γώνου. Η μέθοδος αυτή χρησιμοποιεί στοιχεία Αναλυτικής Γεωμετρίας του 
χώρου και γι᾿ αυτό θα δώσουμε µία σύντομη περιγραφή της, αφού αυτή ου- 
σιαστικά εντάσσεται σε ὑλη Πανεπιστημιακού επιπέδου. 
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Θεωρούμε Καρτεσιανό σύστημα αναφοράς ΟχΥ7 με οΞ0, και έστω 
ΓΑ ΞτιιὈΒ τμ, xoi ΡΏ, τη Ξ Ξ  κτι«λίι "μις µε 
κελήμςΞ] (κλμθ, όταν το Ὦῃ δεν ανήκει στις πλευρές του τριγώνου 
ΑΒΟ). Η διανυσματική παραµετρική εξίσωση της ευθείας ΑΑ, {ΏΏς θα 
είναι: Γι ΕΙ. ιεΒ ή γΞ (1 -κίλε Εἴλη Εἴμις, τε R. 

Η ευθεία ΑΑ, τέμνει το επίπεδο BCD (ορίζεται απὀ τα τν 3 * ]. αν, και 


µόνοαν, I4xt -0 i ι« — . οπότε το σηµείο τοµής Αι έχει διάνυσμα θέ- 
κ 


δν 4ο πε 


ος τι ο ποτ. 
κ κ 


Οµοίως βρίσκουμε για τα σηµεία Βι και Οι τα διανύσματα θέσης 


αδικο 
Β. λ 4 λ ἴς . τς, µ Ἀ µ Β 
Χρησιμοποιούμε απὀ την Αναλυτική Γεωμετρία τον τύπο του όγκου 
του τετραέδρου DABC που είναι 
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μοι ποσο — 
Μρακο) 5 ς(9Α.5Β.ΡΕ)- ς(σνηνο). 


όπου µε το σύμβολο (τς τος) Ξ τς {πρ κο} γράφουμε το μικτό γινόμενο 


των τριών διανυσμάτων Τκ,τμιτς. Ἔτσι για το τετράεδρο ΏρΑ/Β/6ι θα ἑ- 
χουμε 
J ρου 
Μορ) τς (ΌυΑ, δυΒι. οι) 


ᾗ |-- πο —⸗ — — — 


* —— τοῖς το, Ὁ 
όπου 


— — — -- - 
ας -ἲς --ες [δα] [οι] 
κ-κ-ᾖρκμκήρΕ 
- - κ — 1 — — 
ιο -ἵρ, 438 μις. 


Με τα παραπάνω δεδοµένα θα έχουµε 


— — — — — 


Ι -- 
VDMBC)S εί πο, D.c. -ἵο, 


— —— ——— 
κ 
—— κ µ 
Ξς (τν ας) ει τα --λ ευ πε, 
— — 


ΞΝρλβο) 5 3ΥΡΑΒΟ) 





Τ1ΑΙΕΘΝΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΟΛΥΜΠΙΑΛΑ. 1965, 


Τόπος Διοργάνώσης: Άνατ. Γερμανία (Βερολίνο) 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: W. Engel (Παν/μιο Ροστόκ) 

Συμμετοχή: Ι0 χώρες µε δ το πολύ µαθητές η καθεµία 
Νέες συμμετοχές: Φινλανδία 

Μέγιστη Βαθμολογία: 40 βαθμοί ανά µαθητή 

Τελική Βαθμολογία: Σοβ. Ένωση (281), Ουγγαρία (244). Ῥουμα- 


νία (222), Πολωνία (178), Αν. Γερμανία 
(175], Τσεχοσλοβακία (159), Γιουγκοσλαβία 
(137], Βουλγαρία (93). 


ΠΡΟΒΛΗΝΛΑ 1 
Υπολογίστε τις τιµές του χε [θ,2π] που ικανοποιούν την ανισότη- 


τα: 
2συνχς Μι 4 ημΟκ - ήϊ — ημ2χ] «2. 


Λύση 

α) Η ανισότητα 1 D—nu2x R -ημοχις 2 ισχύει για ὅλα τα 
κε[θ,2π] αφού η απόλυτη τιµή της διαφοράς δύο θετικών αριθμών είναι 
το πολύ ίση µε τον μεγαλύτερο. 

Β) Η ανισότητα 2συνχ «νι *nu2x - γ/ -ημλχ] προφανώς ισχύει για 


εκείνα τα χε[θ,2π] ὅπου συνχ «0 δηλαδή για κκ (1). 





Για τις υπόλοιπες τιµές του κ µε συνχ20, υψώνουμε στο τετράγωνο, 
οπότε έχουµε 
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2συνχς νι -ημὂΧ - R - ημ2χ] «5 
4συνχ 11: ημ2κ- 2ψ] - ημ᾽ 2χ Ἆ -ημοχ «5» 


4συνχς2-- 2/συν2χ]. 


. .  |συνὸχ : . : 
Αφού συν-κΞ σα. Ἡ παραπάνω εἶναι ισοδύναμη µε την 


2 20002x «2 --2/συν2χ] «5 |συν2χ]« --συν2χ., 


η οποία ισχύει όταν συν2κςθ, δηλαδή όταν χε ᾳ πω. 3 Ὀ- 


µώς είναι συνχ 20, οπότε στην περίπτώση αυτή η ανισότητα αληθεύει ὁ- 


ταν 36 —5. 3 (2). 
4 2 2 


Απόγτις (1} και (2) έχουµε ὅτι η ανίσωση αληθεύει όταν χε 3 3 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 
Θεωρούμε το σύστημα: 


μΧ ΓΣ) Τμ Ξ0 
σι 3 Άν Χο * ΆνιΧι * 0 
Άν δι * 2 * Άντι * 0 
µε αγνώστους χι. Χ}.Χι. Οἱ συντελεστές ικανοποιούν τις εξής ιδιότη- 
τες: 
(α) Οἱ Ἁρι ἃσλι ἃιι είναι θετικοί αριθμοί. 
(8) Οἱ υπόλοιποι συντελεστές είναι αρνητικοί αριθµοί. 
(ϱ Σε κάθε εξίσωση το άθροισµα τῶν συντελεστών είναι θετικό. 
Χα αποδείξετε ότι το σύστημα έχει μύόνοτη λύση χι; Ξχ, Ξκιθ, 
Λύση 
Ένα ομογενές γραμμικό σύστηµα έχει µόνο τη μηδενική λύση όταν ι- 
σχύει 
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Όμως έχουµε 


πι ἂν ἃπί δι ἃγν 3 
όπου 5, - ἃι Γιο Γι. για ΤΞ 1.2.3. 

(Εδώ χρησιμοποιήσαμε την ιδιότητα οριζουσών κατά την οποία η ορί- 
ζουσα δεν μεταβάλλεται, αν προσθέσουμε σε οποιαδήποτε γραµµή ἡ στήλη 
ένα γραμμικό συνόνασμό γραμμών ή στηλών, αντίστοιχῶς], 

Υπολογίζονταςτη Ὁ ὡς προς τα στοιχεία της τρίτης στήλης έχουµε; 

Γ 5 51(α Ας -ᾱι82)) 91 (μις 1142) 5( αμ) 821 8/1) (1) 

Προφανώς 5, 20, για 1Ξ 1.2. 3. Από την ιδιότητα (γ) της εκφώνησης. 

Από τις ιδιότητες (α) και (β) της εκφώνησης οἱ δύο πρώτοι προσθετέοι 
της (1) είναι θετικοί. Επίσης απὀ τις ιδιότητες (β) και (Υ) έχουµε; 


πμ τμ 28 8 Τιμη »0, οπότε ια » πᾱιο Ξαι.] 
422 *2 2422 Τ8οι ὔ ἃ γι 20, οπότε Ἀ 22 * ω Ξ[α11|. 


Άρα αιιᾶν» 2 281 και 0 τρίτος προσθετέος τῆς (1) είναι θετικός, οπύ- 
τε θα είναι Ὦ 20 καιτο σύστηµα ἐχειτή μοναδική λύση χιΞκι ΞκιΞ0θ. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Δίνεται τετράεδρο ABCD του οποίου οἱ ακμές AB και CD έχουν 
μήκη α και Ὦ, αντιστοίχως. Η απύσταση μεταξύ των ασυµβάτων ευ- 
θειών AB και ϱΏ είναι ἆ και η γὠνία τους είναι ὦ. Το τετράεδρο ARCD 
διαιρείται σε δύο στερεά απὀ επίπεδο ε, παράλληλο προς τις ευθείες ΛΒ 
και. O λόγος των αποστάσεων του ε απότις AB και (ΕΏ είναι κ. 

Χα υπολογίσετε τον λόγο των ὀγκῶν των δύο λαμβανομένων στερε- 
ών. 

Λύση 

Κατ᾽ αρχήν θα παραθέσουµε κάποια αναγκαία στοιχεία απὀ τη ἕτερεο- 
μετρία. 
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Πρισμµατοειδές είναι ένα κυρτό πολύεδρο του οποίου δύο έδρες, που 
τις ονομάζουμε βάσεις, βρίσκονται σε παράλληλα επίπεδα και το οποίο δεν 
έχει άλλες κορυφές εκτός τῶν κορυφών των βάσεών του. Οι υπόλοιπες ἕ- 
δρες του πρισματοειδούς (παράπλευρες έδρες) είναι τρίγωνα ἡ τραπέζια. 

Ύψος του πρισματοειδούς είναι η απόσταση των δύο παραλλήλων επι- 
πέδων που περιέχουν τις βάσεις του και µεσαία τοµή του είναι το πολύγωῶ- 
νο που προκύπτει, όταν το τµήσουµε µε επίπεδο παράλληλο προς τις δύο 
βάσεις και το οποίο απέχει ίσες αποστάσεις απὀ αυτές. 


Α Γ 
4 


Σχήµα 29/1) Σχήµα 29(1) 

Είναι δυνατόν µία από τις βάσεις του πρισματοειδούς να εκφυλίζεται σε 
ευθύγραμμο τµήµα και αυτή ακριβώς είναι η περίπτωση για τα δύο στερεά 
που διαιρείται το τετράεδρο ABCD του προβλήματος από το επίπεδο ε. 
Στην περίπτωση που η µία βάση εκφυλίζεται σε σηµείο, τότε το πρισµατο- 
ειδές γίνεται πυραμίδα. 

Ο όγκος του πρισματοειδούς δίνεται από τον τύπο 


τν (Β, «Β, «480). (1) 


όπου υ είναι το ύψος, Β,, Β., και Βρ είναι τα εµβαδά των δύο βάσεων του 
και της μεσαίας τοµής, αντιστοίχως, 

Η απόδειξη του παραπάνω τύπου γίνεται µε τη θεώρηση ενός τυχαίου 
σημείου Ο στο εσώὠτερικό της μεσαίας τοµής και µε άθροιση τῶν ὀγκῶν ὁ- 
λὼν των πυραμίδων που έχουν κορυφή το Ο και βάσεις τις δύο βάσεις του 
πρισματοειδούς καθώς και όλες τις παράπλευρες έδρες του. 
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Σχήµα 30 


Θεωρούμε τώρα το τετράεδρο ABCD και τοµή του επί το επίπεδο ε, η 
οποία είναι το παραλληλόγραμμο ΕΓΟΗ. αφού λόγω της παραλληλίας του ε 
µετις ΑΒ και (Ώ θα έχουµε ΕΕΙΗΟ ΑΒ και EHFGCD (ο χήμα 30). 

Ονοµάζουµε Τι το πρισµατοειδές ΑΒΕΟΗΕ και Π., το πρισματοειδές 
ΟΡΕΟΗΕ. Αυτά έχουν κοινή τη µία βάση του ΕΓΟΗ, ενώ η άλλη βάση 
τους είναι το ευθύγραμμο τµήµα ΑΒ, CD. αντιστοίχως, Ἑστω Ὁι,, Ὁ» είναι 
τα ύψη των Πι, Η., αντιστοίχῶς, Τότε θα έχουµε 

υι Ένο - ἆ και τα. κ. 
υ, 

Επειδή η γωνία των ΑΒ. CD είναι ὢ, θα είναι και ΗΕΕ-ω, οπότε 

(ΕΕΟΗ)- ΕΗ-ΕΕ-ηµω. Επιπλέον θα έχουµε 
νι ΓΗ ο” ΓΕ 
Ξ- ----- Καὶ ---- ------ 


— -- 
— 


4 ο 4 ΑΒ 


9 


οπότε 
ΕΕ --δο, —— (2) 
υ,«Ὁ υ ΑΒ αυ, Ὁ 


Θεωρούμε τώρα τη µεσαία τοµή του πρισματοειδούς Πι που είναι το 


παραλληλόγραμμο ΕΤΕ αἩ µε πλευρές ΕΊ-ΕΗ και 


ΕἘ΄Ξ Er ΑΒ), οπότε το εμβαδόν της είναι: 


ΒμΞ(ΕἘΕαΗ΄]- 2ΕΗ (ΕΕ γα) :ημω 
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— — — ——— —— σον ρω ο 


4 πο n *9)qnuo 4 


Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε για τη μεσαία τιµή του πρισματοειδούς 
II. ὁτι έχει εμβαδόν Βῃ, που δίνεται από 





48, τι] τν πιο» * (Vd)nuo (5) 


Έτσι χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (3), (4) και (5) στη σχέση (1) λαμβά- 
νουµε για τους όγκους V. Vꝛ των πρισµατοειδών II.. Π., αντιστοίχως, 


abuẽ 
δα” 





V —o (EFGH)-ABM]SF (20 * d) nuo 


γι Ξ ὧν, Ι(ΕΕΟΗ) 48Β,; Ἰ- ανὸ — 4)quc 
ο, θά” 
και ο λόγος τους θα είναι 
. ουν *d) (6) 
Ve Ἅυ(2υ0ι 4) 


Απόιτις σχέσεις Ax και ον, Ξᾱ, προκύπτει ότι 
ο. 1 


υ. κ — 
d κ- xX4I 
v 


ας 


* 
Έτσι τελικά έχουµε 
. 

241 —— *1 
-κ2 κ.ά] 
2υ, 2κ 
—41 — *1 
d καὶ 





2 
μα Ἡ μα 
V 


ν. κ;(κ3) 
νν Ἀκφθι 


ΗΡΟΒΛΗΝΜΑ 4 

Βρείτε όλες τις τετράδες πραγματικών αριθμών Χι. Χλι Χι. Χι που 
είναι τέτοιες ώστε το άθροισμα οποιωνδήποτε εκ των τεσσάρων συν το 
γινόμενο τών άλλων τριών είναι ίσο µε 2. 
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Λύση 
Αναζητούµε λύσεις του συστήµατος 
Χι ΕΧΟΧΙΧ/Ξ 2 
Χ.ΕΧΙΧΙΧ/Ξ 2 
Χα ΥΣ ΧΙΧΟΧ/Ξ2 
Χι ΓΧΙΧΟΧΙΞ2 
που είναι συμμετρικό ὡς προς τους τέσσερις αγνώστους Χι, Χλι Χλι Χκ. 
Οέτουµε ΧιΧ2ΧΙΧ/Ξ Ρρ. Κανένας απὀ τους αριθμούς δεν είναι 0, γιατί, 
αν υποθέσουμε ὅτι κάποιος είναι 0, ἑστω χι Ξ0., τότε απὀ την πρώτη εξί- 
σώση έχουµε Χ.ΧιΧ/Ξ 2. ενώ απὀ τις άλλες έχουμε Χ., ΞχιἜχιΞ2,που 
είναι άτοπο. 
Ἔτσι μπορούμε να γράψουμε κάθε εξίσωση στη µοφή: 


κι«-Γ--2.για ἰΞ1,2.3,4 ἡ κ --2χι1ρΞ0,ρ40 (1) 
x 


Αυτή η δευτεροβάθμια εξίσωση έχει το πολύ δύο λύσεις στο R 
κιΞ]4γΙ-ρ. (2) 
ύταν p SI. Αυτό οδηγεί στις παρακάτω περιπτώσεις: 
(α) Οι ρίζες της (1} είναι ίσες, το οποίο συμβαίνει όταν ρ5Ξ]. Τότε απὀ 
την (2) έχουµε χι χο πχι-χιΞ]. 


(βι) Οι ρίζες της (1) είναι διαφορετικές, και δύο απὀ τους τέσσερις ᾱ- 
ριθμούς κ, είναι —X . ενώ οι άλλοι δύο είναι |-ϕΙ-ρ. Τότε 


2 2 
ρ- χι ΧΧΧ, 5 -S) Ξ[Ι--(1-ϱ)) ερ, απ᾿ ὅπου 
έχουµε ϱΞ1, που αποδεικνύει ότι οι ρίζες (2) εἶναι ίσες, που είναι άτοπο. 


(2) Οι δύο ρίζες της (1) είναι διαφορετικές, και µια απ᾿ αυτές είναι η 
τιµή τῶν τριών αριθμών απὀ τους κ... ενώ η άλλη ρίζα είναι η τιµή του τέ- 
ταρτου αριθμού. 


Τότε ῥρςΈκχι χι χι χι -(ικφῖ-ο) -[ι--ϕῖ ο) «οί ψῖ-ϱ) 
ή οχι Χο χι χι Ξ(ιψι-ϱ) ιν -ϱ) Ξρ(ι-ΜΙ-ρ] 
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Στην πρώτη περίπτωση ξαναπαίρνουµε ρ-1 το οποίο αντίκειται στο ö- 
τιη (1) έχει διαφορετικές ρίζες, 

ἕτη δεύτερη περίπτωση έχουµε; ( Ι —* 5 Ξ] απὀ την οποία προκύ- 
πτει ϱ---ὖ. Έτσι απὀ την (2). ἑνας από τους αριθμούς κ, ισούται µε 3 και 


οι άλλοι τρεις µε --ἰ. Επομένως όλες οι τετράδες των ζητούµενων πραγµα- 
τικών αριθμών είναι: 


(1 1 1 1} (K-L-L-I). (3. 1ρσ1λν LB. ) καὶ (τν --ἴν-ἷ 1). 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 


Λ 
Θεωρούμε τρίγὠνο ΟΛΒ µε οξεία γωνία την AOB. Από ένα σηµείο 
Μ 0 φέρνουμε κάθετες προς τις πλουρές ΟΛ και ΟΒ τις ΜΡ και ΝΙΚ 
αντίστοιχα. Ἔστω H το ορθόκεντρο του τριγώνου ΟΡΙΚ. Ποιος είναι ο 
γεωώμετρικός τόπος του Η 
4) αν το Ν κινείται στην π)ευρά ΛΕΒ: 


β) αν το ΝΙ κινείται στο εσωτερικό του τριγώνου ΟΛΒ. 


Λύση 

α) Θεωρούμε το Ο ὡς σηµείο αναφοράς και σημειώνουμε ἄ, β, Π.Π. 
ὃ, κ τα διανύσματα ΟΑ, ΟΒ.ΟΗ,ΟΜ.ΟΡ.ΟΚ αντίστοιχα. 

Στο σχήµα 3141) είναι ΜΡΙΚΗ και ΜΚ ΙΡΗ., οπότε το ΜΡΗΚ είναι 
παραλληλόγραμμο. 


Επομένως η -ρ-κ- ΗΒ ῆ-βακ-ῇ. (0. 
Αν ΑΜ -Λ.:ΑΒ, τότε ῇ-ᾱ «λ[β--ἄ)ξ(1--λ)α«λβ. (2). 
ἝἜστω Γ το ίχνος της κάθετης από το Β στην ΟΑ και Δ το ίχνος της κά- 

θετης απὀ το Α στην ΟΒ. Ισχυριζόµαστε ότι 
ΡΞ(Ι--λ)]ᾶ-λῦ, (3) 


ΚΞλβ-Ε(1--λ)δ, (4) 
όπου 7ΞΟΓ, ὅ-ΟΔ. 
Για ν᾿ αποδείξουμε την (3) ας πάρουμε υποθετικά ένα διάνυσμα 
δι Ξ(1-λ)ά 1η όπου ϱι είναι το ΟΡΙ, 
Προφανώς το σηµείο Ρι βρίσκεται πάνω στην ΟΑ. 
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Από την (2) έχουµε ᾖ-διςλ[β--Τ) - ΡΜ «λΓΗΒ «5» ΡΜ ΙΙ ΓΒ, οπότε 
ΡΜ Ι ΟΑ. Επομένως το σηµείο Βι ταυτίζεται µε το Ρ και άρα ισχύει η (3). 

Οµοίῶώς αποδεικνύεται και η (4). 

Αν τώρα θέσουμε τις (2), (3), () στη σχέση (1} έχουμε; 


ἤΞ(1--λ)ᾶ «λῆ 1 (1 --λ)δ --(1--λ)ά--λβ «» ἡΞ λή(1-λ)δ. (5) 


Καθώς το λ. παίρνει τιµές απὀ 0 έως 1, το Μ κινείται απὀ το Α έως Β 
και από την (5) το Η κινείται από το Δ έως Τ.. 

Επομένως ο γεωμετρικός τόπος του Ἡ είναι το ευθύγραμμο τµήµα ΔΙ, 
δες σχήμα 310). 





Σχήµα 31 (1) Σχήµα 31 (11) 


Β) Ας φανταστούμε πως καθώς το Μ κινείται στο εσωτερικό του τρι- 
γώνου ΟΑΒ διατρέχει παράλληλα τμήματα προς το τµήµα ΑΒ. 

Τότε το H θα κινείται σε παράλληλα τμήματα προς το ΔΓ αντίστοιχα. 
Μια τέτοια περίπτωση φαίνεται στο σχήμα 311). 

Επομένως καθώς το Μ κινείται στο εσωτερικό του τριγώνου OAB, το Η 
θα κινείται στο εσωτερικό του τριγώνου OA. 


ΠΡΟΒΛΗΛΜΙΛό 
Λίνεται ένα σύνολο ν σημείων στο επίπεδο, (ν 23). Κάθε ζεύγος 


σηµείῶν συνδέεται µε ένα ευθύγραμμο τµήµα. Ἄς ονοµάσουμε ἆ το µή- 
κος του μεγαλύτερου απ᾿ αυτά τα τμήματα. Καλούμε «διάμετρο» του 
συνόλου αυτών των σημείων το οποιοδήποτε τµήµα µε μήκος d. Ano- 
δείξτε ότι το πλήθος τὠν διαμέτρων αυτών είναι το πολύν. 


Λύση 


Θ) αποδείξουµε το πρόβληµα µε τη μέθοδο της τέλειας επαγωγής αφού 
πρώτα αναφέρουμε το ακόλουθο λήμμα. 
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ö— — —— ους“. Υ«σ-ἑρµανία (ερολινο) 

Λήμμα: Αν περισσότερες απὀ δύο διάµετροι άγονται απὀ ένα εκ των 
δεδοµένων σημείων, τότε υπάρχει ένα άλλο σηµείο απὀ το οποίο μόνο µια 
διάµετρος άγεται. 


Απόὂειξη λήμματος 

Ἔστω Α το ένα άκρο τριών ἡ περισσοτέρων διαµέτρων. Τα άλλα άκρα 
θα βρίσκονται σε κύκλο (A, 4) και ας είναι Βι, Β», Β: µε το Β; να βρίσκε- 
ται μεταξύ των Βι, Β.. 

Με κέντρο το Ba κατασκευάζουµε τον κύκλο (Β., 4) που τέμνει τον 
κύκλο (Α. 4) στα σηµεία Ρ, K. 

Προφανώς τα σηµεία Βι, Ba. Βι θα βρίσκονται εντός του τόξου ΡΒ.Κ 


γιατί διαφορετικά ένα απὀ τα τμήματα Β:8Β: ἡ BeBi θα είχαν µήκος µεγαλύ- 
τερο του d. 


» Θα αποδείξουμε ότι µόνο µία διάµετρος άγεται απὀ ένα εκ των σημείων 
Βι. Β., Βι. 


5. Αν υποθέσουμε ότι υπάρχει σηµείο στο τόξο ΡΕΚ που η απὀστασή του 
από κάποιο των Βι, Ba. Β: να είναι ἆ, τότε η απόστασή του απὀ το Α θα 
ἧταν μεγαλύτερη απὀ ἆ, που είναι αδύνατο. 


5 Αν υποθέσουμε ὅτι υπάρχει σηµείο στο τόξο ΑΡ που η απόστασή του 
από κάποιο των Bi. Β., Β: να είναι ἆ τότε η απόστασή του απὀ το Βι θα 
ήταν μεγαλύτερη απὀ ἆ, ἁρα αδύνατο. 


5 Όμοια αν υποθέσουμε ότι υπάρχει σηµείο στο τόξο ΡΑΚ., διάφορο του 
A. που η απὀστασή του από κάποιο των Βι, Β., Βι να εἶναι 4, τότε η α- 
πόστασή του από το Β: θα ήταν μεγαλύτερη απὀ d, που είναι αδύνατο. 


Αποζείξαμε λοιπόν ότι, αν κ» 2 διάµετροι άγονται απὀ το Α, υπάρχει 
τουλάχιστον ένα σηµείο απὀ το οποίο µόνο µία διάµετρος διέρχεται, δηλαδή 
το σηµείο Β:, 
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Με τη βοήθεια του λήμματος και τη μέθοδο της επαγωγἠς έχουμε: 

α) Για ένα σύνολο τριών σημείων προφανώς τρεις το πολύ διάµετροι 
υπάρχουν. Ἆρα η πρόταση ισχύειγια νΞ 3 σηµεία. 

β) Αν υποθέσουμε ὅτι η πρόταση ισχύει για μ23 σηµεία, θα δείξουμε 
ότι ισχύει και για µ-ἱ σηµεία. 

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις; 


() Το πολύ δύο διάµετροι άγονται απὀ καθένα των μεΙ σημείων. Α- 
2(μ] 
φού κάθε διάµετρος έχει δύο άκρα, υπάρχουν το πολύ ταση ἜμΕ] διά- 


µετροι, άρα η πρόταση ισχύειγια µ{]. 


(1) Ὑπάρχει ἑνα σηµείο Α του συνόλου 5 τῶν μὶ από το οποίο ἀγο- 
νται περισσότερες των δύο διάµετροι. Τότε, απὀ το λήμμα, υπάρχει ένα ση- 
µείο Β του 5 απὀ το οποίο µόνο µια διάµετρος διέρχεται. Από το σύνολο 
των µ σηµείων του 5 εκτός του Β έχουµε µ διαµέτρους (από την υπόθεση 
της επαγωγής). 


Αν προστεθεί και το Β τότε έχουµε µία ακόµη διάµετρο, ἆρα απὀ το 
σύνολο S των μμ] σημείων έχουμε με διαµέτρους, 





— 


SSu Αιεθνής Μαθηματική Ολυμπιάδα. 1966 





Τόπος Διοργάνώσης: Βουλγαρία (Σόφια) 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: Α.Ν. Mateev (Παν/μιο Σόφιας) 

Συμμετοχή: 9 χώρες µε δ το πολύ µαθητές η καθεμία. 
Νέες συμμετοχές: * 

Μέγιστη Βαθμολογία: 40 βαθμοί ανά µαθητή 

Τελική Βαθμολογία: Σοβ. Ένωση (293), Ουγγαρία (281), Αν, 


Γερμανία (350), Πολωνία (269], Ρουμανία 
(257), Βουλγαρία (2358), Γιουγκοσλαβία 
(224). Τσεχοσλοβακία (215]. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1! 

Σ” ένα μαθηματικό διαγὠνισµό δόθηκαν τρία προβλήµατα A, Β. T. 
Από τους συμμετέχοντες υπήρξαν 25 µαθητές που έλυσαν τουλάχιστον 
ένα πρόβλημα ο καθένας, Απ᾽ όλους τους διαγωνιζοµένους που δεν έλυ- 
σαν το πρόβλημα A, ο αριθµός εκείνων που έλυσαν το Β ήταν διπλάσιος 
εκείνων που έλυσαν το T. Ο αριθµός τῶν μαθητών που έλυσαν µόνο το 
Α ήταν ένας παραπάνω από τον αριθµό τῶν μαθητών που έλυσαν το Α 
και τουλάχιστον ένα ακόµη πρόβλημα. Απ όλους τους µαθητές που ἕ- 
λυσαν ένα ακριβώς πρόβλημα, µισοί δεν έλυσαν το πρόβλημα Α. Πόσοι 
µαθητές έλυσαν µόνο το πρόβλημα Β: 


ΑΛ ύση 





Σχήµα 33 
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Το διπλανό σχήµα των τριών κυκλικών δίσκων Α, Β, Γ παριστάνει το 
σύνολο τῶν διαγωνιζοµένων που έλυσαν αντίστοιχα τα προβλήματα Α, Β, 
Γ. Έτσι π.χ. τ εἶναι ο αριθµός τῶν μαθητών που έλυσαν τα προβλήματα A, 
Β, 5 είναι ο αριθμός των μαθητών που έλυσαν και τα τρία προβλήματα, y 
είναι ο αριθµός αυτών που έλυσαν µόνο το πρόβλημα Β, κλπ. Αφού 25 µα- 
θητές έλυσαν τουλάχιστον ένα πρόβλημα, έχουµε 


ΧΕΥΕΓΖΕεκΕΓτέρ5Ξ25 (1) 


Απ’ αυτούς που δεν έλυσαν το A, ο αριθµός εκείνων που έλυσαν το Β 
ήταν διπλάσιος εκείνων που έλυσαν το Γ, οπότε 


γ{ρξ2(ρΡ42)9γ-ρ-22Ξ0 (2) 


Οι µαθητές που έλυσαν µόνο το Α ήταν ἑνας παραπάνω απ᾿ αυτούς που 
έλυσαν το Α και τουλάχιστον ένα ακόµη πρόβλημα, οπότε 
χπκεςδγτα] (3) 


Απ’ όλους τους µαθητές που έλυσαν ένα ακριβώς πρόβλημα, μισοί δεν 
έλυσαν το πρόβλημα Α, οπότε 


(εν κ2)ςγ εκ κΞγ»2 (4) 


Έχουμε τέσσερις εξισώσεις µε Ἰ αγνώστους και αν θέσουμε 
κάτάδξω θα έχουµε το σύστημα των εξισώσεων: 


xX—y Γ2Ερ4ωΞ25 (α) 


Υ-2:-ρ 5-0 6 
x 2051 0) 
— xy «7 Ξ 0 606) 


όπου οἱ 5 άγνωστοι είναι µη αρνητικοί ακέραιοι. 
Με πρόσθεση και των τεσσάρων εξισώσεων παίρνουμε: 


x-3y2 26 (5) 
Από τη (β) έχουμε ΥΞ:274ῤρ227 και απὀ την (ὅ) παίρνουμε: 
ΧΞΥ2«ΥΥΣΥΞΥ. Επομένως θα έχουµε: 


νσκςὰν (6) 
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Από την (5) παίρνουμε κΞ26--3ν και αντικαθιστώντας στην (6) τελι- 
κά: 


— Αν «26«3γ2Υ. 
. 26 9 
Από την πρώτη ανισότητα παίρνουμε: — στ κ, ενώ απὀ τη 


3 
δεύτερη ανισότητα έχουµε; 265 : γΥ2 * *5. 
Ἆρα y26 είναι οι µαθητές που έλυσαν µόνο το πρόβλημα B. 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 


Έστω α. β. γτα µήκη τών πλευρών ενός τριγώνου ΑΒΙ και Λ.Β.Γ 
οι αντίστοιχες απέναντι γὠνίεςτους. Να αποδείξετε ότι, αν ισχύει; 


α-β- — Σβεφβ). 


τότε το τρίγώνο είναι ισοσκε)λές, 


Λύση 
Η δοθείσα σχέση γράφεται: 


Γ 
ανρ----ᾱ σσ]. 
συν’ συνΑ συνΒ 


(α.β]συν Ξ συνΑσυνΗ ΞαημΑβημ Loveß Ἔβημ Ξ ημΗσυνΑ «5 


J συνΑσυν”, -ημβημ Ξ | 3 βσυνΑ! συνβσυν-- - πνδημ | «» 


ασυνβονν/ Ας |"βοννλσυή Β.Σ -ό (1) 


Όμως ΑΒ. ΓςπςΑ Βασ -π. δηλαδή α.τ] και 


Β ) είναι παραπληρωματικές γωνίες, οπότε 
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Γ Γ 
συν; Β -- 2 Ξ --συν] Α -- 2 και απὀ την (1) παίρνουμε: 
(ασυνΒ -μσυνλ) συν Α 9 20. 


τα, απὀ την ϱ- 


9 Αν συν ΑΣ |-0. τότε α..-5, άρα και Β -ε 


ἑω[” 
τω {[ Ἡ 


ποία συμπεραίνουμε ότι ΑΒ. 
9» Αν ασυνΗβ-βσυνΑΞ0θ, αφού απὀ το νόμο των ημιτόνων έχουμε 
αΞξ 2ΚημΑ και βΞ2ΚηΗµΒ, η σχέση αυτή γράφεται: 
2Κ(ημΑσυνβ -συνβημΒ)Ξθ«»ημ(Α-Β)-0 
5Α-ΒΞθήΑ-Βσπ 
5ΑΞΗ in Α-ποςΒ (αδύνατο), 
Ἆρα σ᾿ όλες τις περιπτώσεις αποδείξαµε, ότι το τρίγῶνο είναι ισοσκελές 


μελ-Β. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Ναά αποδείξετε ότι το άθροισμα των αποστάσεων τῶν κορυφών ενός 
κανονικού τετραέδρου απὀ το κέντρο της περιγεγραμµένης σφαίρας εἰ- 
ναι μικρότερο απὀ το άθροισµα τῶν αποστάσεων αυτών τῶν κορυφών 
από οποιοδήποτε άλλο σηµείο του χώρου. 


Λύση 
Α 
9 — 
— — 


Σχήµα 34(0 Σχήµα 34(1) Σχήµα 34/11) 


Το κέντρο Ο της περιγεγραμµένης σφαίρας του τετραέδρου ΑΒΓΑ βρί- 
σκεται σ᾽ όλα τα µεσοκάθετα επίπεδα τῶν 6 ακμών του τετραέδρου, ώστε 
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να απέχει εξίσου από τις κορυφές A. B. Γ, Δ. 

Θα αποδείξουµε ότι αν ένα σηµείο δε βρίσκεται πάνω σε όλα αυτά τα 
επίπεδα (δηλαδή δεν είναι το Ο), τότε το άθροισμα των αποστάσεών του ᾱ- 
πότις κορυφές δεν είναι το ελάχιστο, 

Ας υποθέσουμε ότι ένα σηµείο Ρ ὃς βρίσκεται στο επίπεδο ΑΒΝ που εἷ- 
ναι µεσοκάθετο στην ακµή ΓΔ. Έστω (ε) µια ευθεία που διέρχεται απὀ το Ρ 
και είναι παράλληλη στην ΓΑ ἁρα κάθετη στο επίπεδο ΑΒΝ και ἑστω Ρ το 
σηµείο που η (ε) συναντά το επίπεδο ΑΒΝ, Τότε [Παρατήρηση (i) 


ΡΓΓΡΑΣΡΤΑΡ΄Δ (1) 


Επίσης, αφού στα ορθογώνια τρίγωνα ΑΡΡ΄, ΒΡΡ΄ οι ΡΑ, ΡΒ, αντιστοί- 
χῶς, είναι υποτείνουσες, θᾳ έχουµε 


ΡΑ » Ρ΄Α (3) 
ΡΕ» ΡΏ (3) 
Με πρόσθεση τῶν (1). (2), (3) κατά µέλη παίρνουμε 
ΡΑ ΓΡΒΓΡΓΑΡΑΣ ΡΑΕΡΒΡΤ-Ρ΄Δ 


που δείχνει ότι, αν κάποιο σηµείο Ρ δεν ανήκει και στα 6 µεσοκάθετα επί- 
πεδα, το άθροισμα τῶν αποστάσεών του απὀ τις κορυφές δεν είναι το ελά- 
χιστο. 


Παρατήρηση (1): Αν δύο τρίγώνα έχουν ἴδια βάση και ίδιο ύψος, δη- 
λαδή ίδιο εμβαδόν, τότε αυτό που έχει τη μικρότερη περίμετρο είναι το 1σο- 
σκελές τρίγώνο. 


Απόδειξη: Το συμμετρικό του Α ὡς προς την (ε) εἶναι το Ε επομένως 
ΡΑΞΡΓΕ και ΡΔΞΡΈΕ. Αρκεί PPAPASPFAPA 
ΡΓΙΡΈ«ΡΙΓ ΕΡΕ «ΓΕ «ΡΓ ΕΡΕ που ισχύει απὀ τριγωνική ανισότητα. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 
Να αποδείξετε ότι για κάθε φυσικό αριθµό ν, και για κάθε πραγµα- 


τικό αριθµό εκ ύπουκεζ και μ- 0. 1ς,..νν ισχύει: 


Ι Ι 
. 


4 41* 
nurx nmudx nurꝰ x 











Ξσῷκ -σφ2κ. 
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Λύση 
Η διαφορά σῳφχ -σφ2΄ κ µπορεί να γραφεί ὡς εξής: 
σῳχ -σφ2᾿χ- σῳχ -σφ2χ--...««σφ2" Γχ- σφ2”χ 
ν-] 
ΞΣ(σφ2'χ--σφ2''κ) (1) 
— 
Όμως ισχύει; 
κ αν να συν2 κ συν» Ίχ 
ημ2᾽ J qu2 x 
nuſ2x 2χ) 











ημ2' x nu2 x 
— 
nuꝛx 
Επομένως θα έχουµε 
γ-Ι 
Ι 
σφ2'χ-σφ2' χ η *— (3) 
Σι . — m4x ημ2᾽ χ 


οπότε απὀ τις (1) και (2) προκύπτει η ζητούµενη ισότητα, 


Σηµείωση: Το πρόβλημα µπορεί να λυθεί και µε τη μέθοδο της τέλειας 
επαγωγής. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 
Να λύσετε το σύστημα τῶν εξισώσεων: 
ar-az lxz ΕΙ, --Β| χι Έα, --ᾱρ χι Ξ 1 
[8 --ι [χι ΕΙ} Αγ |Χι ΓΙ) ·a χι Ξ 1 


δι --ᾱι|χι Ἔἶαι -a, x⸗ Σι ⸗a x. 21 
ας --ᾱι|κ, ται a x, a. σα) x, 21 
όπου αμ. Άλι Άγ cilvaui οι τέσσερις διαφορετικοί πραγματικοί αριθμοί, 
Λύση 
Είναι γραμμικό σύστηµα τεσσάρων εξισώσεων µε τέσσερις αγνώστους 
και δεν μεταβάλλεται, αν κάνουµε οποιαδήποτε μετάθεση στους δείκτες 1, 
2, 3, 4 των συντελεστών αι µε ταυτόχρονη μετάθεση και τῶν δεικτών των 
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αγνώστών Χι, Χο, Χε, Χρ. 


Αν υποθέσουμε ὅτι αι, 28. 241 24, το σύστηµα γράφεται: 


Οχι (αι, -ᾱ.)κο (8 -ᾱκ)Χι (αι αχ Ξἱ (1) 
(α) --ᾱι) κι Ἔθκο τα) 81) λε τ(α) κι] (3) 
(ας --ᾱι) κι ο (ν --ᾱ)) κ; Οχι (81 -ᾱι κι Ξ] (3) 
(ας -ᾱι)Χι (αι, 2) κ (ας -ἂκ)Χι αθχΞΙ (4) 


Με διαδοχικές αφαιρέσεις (2)-(1), (3)-(2), (4)-(3), προκύπτουν οι εξι- 
σώσεις; 


(αι, -αλ)(κι χο κι -χι)-0 

(α) -ᾱ)(Χι-Χ) χι χι) Ξ0 

(αι -αλ(Χι χο χι -χι)Ξ0, 
και αφού αι, ἃ», ἃς, ἃι είναι διαφορετικοί μεταξύ τοὺς πραγματικοί αριθμοί, 
έχουμε: 


Χι-Χο-χι-χ,Ξθ, (5) 
ΧιΈχι-χι-χκιΞ0, (6) 
Χι χο Ἔχι -χιΞ0, (7) 


Με αφαίρεση των (5) και (6) κατά µέλη βρίσκουμε κχ.Ξ0, ενώ µε ᾱ- 
φαίρεση τῶν (6) και (7) κατά µέλη βρίσκουμε ότι κ.50. 





Επομένως απὀ την (1) παίρνουμε χι . ενώ απὀ την (4) παίρ- 











δι αι 
νουµε χιΞ «Άρα έχουµε τη λύση 
ἃι σαν 
Ι | 
(κι. Χ2.Χ1. χι) οὐ, ὀ 
δι — J πα 
ΠΡΟΒΛΗΛΝΙλό 


Σε τρίγώνο ΛΒΙ παίρνουμε τα σηµεία K. Α, ΝΤ τυχαία επάνω στις 
πλευρές ΒΕ. ΓΑ. AB αντίστοιχα, ὥστε κανένα απὀ αυτά να µην συµπί- 
πτει µε τις κορυφές του τριγώνου, Αποζείξτε ότι το εμβαδόν ενός του- 
λάχιστον τῶν τριγώνων AMMA. BRM. TAK είναι μικρότερο ij ίσο µε το 
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Ἡ του εμβαδούτου ΛΡΓ. 


Λύση 





: A 
Σχήµα 35/1) Σχήµα 35(1) 
Αν Α’, Β’, Γ΄ είναι µέσα τῶν πλευρών ΒΓ, ΑΓ, ΑΒ αντίστοιχα, είναι 
γνωστό ὅτι 


(ΑΏΤΊ-(ΑΓΕ)Ξ(ΒΑΤΊΞ(ΠΑΈ)- (Λ8/). 


13 περίπτωση: Τα σηµεία Κ. Λ, Μ είναι έτσι επιλεγμένα ώστε τα ση- 
µεία Μ, A να είναι εσωτερικά των τμημάτων ΑΓ’, AB' αντιστοίχώς, όπως 
φαίνεται στο σχήµα 35/1), Τότε (ΑΜΛ)«(ΑΓΕ΄]- α(ΔΒΓ). Το ίδιο µπο- 
ρείνα συμβεί για το τρίγωνο ΒΜΚ ἡγιατο Κ.Α. 

2" περίπτωση: Τα σηµεία Κ. Λ, Μ είναι τέτοια ώστε όλες οι πλευρές 
του ΚΛΜ τέµνουν τις πλευρές του ΑΒ Γ΄, ὅπως φαίνεται στο σχήµα 35/11). 
Τότε (ΓΑ Ώ΄)Ξ(ΜΑΈ΄)«(ΜΑ΄Λ)«(ΜΚΛ). 

Η ισότητα ισχύει γιατί απὀ τα Γ΄ και Μ έχουµε το ἴδιο ύψος προς την 
ΑΒ’. 

Η πρώτη ανισότητα ισχύει γιατί απὀ τα Β΄ και Α έχουµε άνισα ύψη 
προς την ΜΑ΄᾽ µε μικρότερο αυτό που έχει κορυφή το Β΄. 

Η δεύτερη ανισότητα ισχύει γιατί απὀ τα Α΄ και Κ έχουµε άνισα ύψη 
προςτη MA µε μικρότερο αυτό που έχει κορυφή το Α΄. 


Επομένως α(ΔΒΓ) «(ΜΚΛ). 

Γνωρίζουμε επίσης ότι (ΑΜΛ)(ΒΜΚ)(ΓΑΚ}(ΜΚΛ)Ξ(ΑΒΓ). 

Άρα τουλάχιστον ἕνα απὀ τα ΑΜΛ, ΒΜΚ., TAK θα έχει εμβαδόν µι- 
κρότερο ἡ ίσο του «(ΔΒΓ) 


μα 
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Τόπος Διοργάνώσης: Γιουγκοσλαβία (Γσέτινις) 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: V. Ὀσ]ονίς (Παν/μιο Βελιγραδίου) 
Συμμετοχή: 12 χώρες µε δ το πολύ µαθητές η καθεµία 
Νέες συμμετοχές: Γαλλία, Ηνωμένο Βασίλειο, Ἱταλία, Σουηδία 
Μέγιστη Βαθμολογία: 42 βαθμοί ανά μαθητή 

Οι δ πρώτες χώρες: Σοβ. Ένωση (275), Αν. Γερμανία (257), 


Ουγγαρία (251), Ην. Βασίλειο (231), Ρου- 
μανία (214], Βουλγαρία και Τσεχοσλοβακία 
(159), Γιουγκοσλαβία (136). 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 
Ἔστω ΑΒΓΑ ένα παραλληλόγραμμο µε μήκη πλευρών Άβ-α, 


ΑΛΞ 1 και µε γωνία BAAS φ. Αν το τρίγώνο ABA είναι οξυγώνιο, να 
αποδείξετε ότι οι τέσσερις κύκλοι µε κέντρα A. Β. Ε, ἡ και ακτίνα 1 κα- 
λύπτουν το παραλληλόγραμμο, αν, και µόνο αν, α Ξσυνφ Hinuo 


Λύση 


Ἀ α 3 
Σχήµα 36 
Αν οι κύκλοι µε κέντρα Α, Β, Δ και ακτίνα | καλύπτουν το τρίγῶνο 
ΑΒΔ τότε προφανώς οἱ µοναδιαίοι αυτοί κύκλοι µε κέντρα Α, Β, F, A κα- 
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λύπτουν το παραλληλόγραμμο. Για να δούµε πότε αυτό συμβαίνει, αποδει- 
κνύουµε πρώτα ένα λήμμα. 


Λήμμα: Ἑστω ΑΒΔ ένα οξυγώνιο τρίγωνο και τη ακτίνα του περιγε- 


γραμµένου του κύκλου, Τότε οἱ τρεις κύκλοι ακτίνας 5 µε κέντρα A, B. Δ 
καλύπτουν το ABA αν καιµόνοαν 52. 


Απόόὂειζη 





Σχήµα 3741) Σχήµα 3761) 


Αφού το ABA είναι οξυγώνιο τρίγώνο, το κέντρο του περιγεγραμένου 
κύκλου Ο βρίσκεται µέσα στο τρίγώνο, Οι αποστάσεις του Ο απὀ τις κορυ- 
φές A. Β, Δ είναι όλες προφανώς τ, έτσι αν 5 «{ το Ο δεν βρίσκεται µέσα 
σε κανέναν από τους τρεις ίσους κύκλους ακτίνας 5 µε κέντρα Α, Β, A (δες 
σχήμα 370). 

Μένει να αποδείξουµε ότι κύκλοι µε κέντρα Α, Β, Δ και ακτίνα τκαλύ- 
πτουν το τρίγώνο, (Προφανώς το ἴδιο θα συμβαίνει και µε κύκλους ακτίνας 
52Γ). 

Οι κύκλοι µε κέντρα Α, Β, A και ακτίνα τ (σχ, 3701) περνούν απὀ το 
σηµείο Ο. Έστω A. Μ, Ν οι προβολές του Ο στις πλευρές ΒΑ, ΑΔ και ΑΒ 
αντίστοιχα. Τότε ΑΝ « ΑΟ και αντίστοιχα ΑΜ« ΑΟ απὀ τα ορθογώνια 
τρίγωνα ΑΝΟ και ΑΜΟ. Ἆρα το τετράπλευρο ΑΝΟΜ βρίσκεται µέσα στον 
κύκλο µε ακτίνα τ και κέντρο Α. Όμοια για τα τετράπλευρα ΒΛΟΝ και 
ΔΜΟΛ. Άρα οι τρεις κύκλοι µε κέντρα A, B. Δ και ακτίνα τ καλύπτουν το 
τρίγώνο ABA. 

Άμεσο συμπέρασμα απὀ το παραπάνω λήμμα είναι ότι οἱ µοναδιαίοι 
κύκλοι µε κέντρα Α, Β, A καλύπτουν το τρίγώνο ΑΒΑΛ αν, και µόνον τότε 
αν. 12τ. Θα δείξουμε ὅτι αυτὸ είναι ισοδύναμο µε τη σχέση 


α «συνφ «-Μλημφ. 
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Σχήμα 38 


Ac σημειώσουμε ἆ το μήκος της πλευράς ΒΔ (σχ. 38). Από το νόµο τῶν 
συνηµιτόνων έχουµε; 


4” --Ι-α΄ --2ασυνφ. (1) 
Επίσης απὀ το σχήµα 38, έχουµε ότι ημῳφ - τς άρα dꝰ --4τ΄ημ΄φ και 
απὀ την (1) παίρνουμε: 
4τ΄ημ΄φ- Ἱ--α” -2ασυνφ. (2) 
Επομένως SI, αν, και µόνο αν, 
4ημ-ϕ Σ]4-α” --2ασυνφ «5 
4ημ΄φ 2 quꝰꝙ ο συν-ϕ κα - 2ασυνφ «5 
3ημ΄φ 2α΄ -2ασυνφ «συν΄φΞ(α--συνφ )΄ 
«9 νβημφ 2]α --συνφ]. (3) 
Το ύψος ΔΕ βρίσκεται µέσα στο τρίγὠνο ΑΒΔ, αφού αυτό είναι οξυγώ- 
νιο. Επομένως ΑΕ «ΑΒ Guvo σα, οπότε η σχέση (3) γράφεται: 
νημφ2α--συνῳ «5 αφ λημφ:συνῳ, 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

Να αποδείξετε ότι, αν µία πλευρά (ακμή) ενός τετραέδρου είναι µε- 
γαλύτερη του 1, τότε ο όγκος του είναι μικρότερος ἡ ίσος του x και 
αντιστρόφως, 
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Λύση 
Ἔστω ὅτι οι κορυφές του τετραέδρου είναι Α. Β, Ο, Ώ µε όλες τις ακμές 
ΞΙ εκτόςτης AD. 
Α 


Σχήµα 39 


Δ 

Ας ονοµάσουμε τις πλευρέςτου ΑΒΟ µεα, b, e καιτο µήκος του ύψους 

απὀ το Α προς την BO µε h. Από το µέσο Μ της Β6 υψώνουμµε µία κάθετη 
μήκους ΜΝΞΠ. 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας ας υποθέσουμε ότι το Α καιτο C βρίσκο- 

νται προς το ίδιο µέρος της ΜΝ. Τότε ΒΝ Ξ ΒΑ και υψώνοντας στο τετρά- 


2 
γῶνο και τα δύο µέρη παίρνουμε h“ ή] «ς᾽. Επειδή ARSCSI έχουµε 


2 2 
η ς1- ος ως... 
4 | 4 





Σχήµα 40 


Αν Κ είναι το µήκος του ύψους απὀ το Ὦ προς την Β6 στο τρίγωνο 
ΡΒ( του οποίου οἱ πλευρές έχουν µήκη επίσης μικρότερα ή ίσα του 1, τότε 
2 
µε την ἴδια διαδικασία έχουµε Κς — 


Το ύψος του τετραέδρου από το D στην βάση ABC είναι το πολύ κ. ε- 
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ποµένως ο όγκος Ὑ του ΑΒ(Τ είναι: 


ο ο) 


Αλλά είναι ας], οπότε θα έχουµε; 


νκσαζι-τ]|περο- )Ἔῃι-α-ι]ς 


Πότε ισχύει η ισότητα, 


οο|.-- 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Αν Κ. πι, η είναι φυσικοί αριθμοί έτσι ώστε πι κ-Ι είναι ένας 
πρώτος αριθµός μεγαλύτερος απὀ το πα] και συµβολίσουμε 
ς, -(5 1), να αποδείξετε ότι το γινόμενο 


(ανι --ἕκ) ),n διαιρείται από το Ὑινόμενο 
6/61...δμ. 
Λύση 
Από τον ορισμό του ς, έχουµε; 
ε,-εμ,Ξαία-])--β(β-ε1)--α”--β'α-β-(α--β)(α-β».!). 
Άρα οι παράγοντες του πρώτου γινομένου είναι: 
ο” Ξ(π ΕΙ - Κλίπ Κ:2) 
Εμμ” Ξ(πι2-- Κ)(πι-κ--3) 
ομως Ξ(ΠΠ η --Κ)ίπιςΚ-π 1) 
Το γινόμενό τους είναι: 
[πι --Κ- Ι)ίπι--Κ. 2).""πι-- κ: π) 1. (πιο Κ-- 2) (πι κ: λ)ιν (πιο κα!) 
το οποίο γράφουμε ώς Α:Β, Α η πρώτη και Β η δεύτερη αγκύλη. 
Τώρα οι παράγοντες του γινομένου εισ1...ι εἶναι ο: Ξ]1:2, 6) Ξ2:3, 
κο ρΞπ(η 1) καιτο γινόμενό τους είναι πΙ(ῃ -- 1)! 
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-.ἓ.-.Ὃ-Ὃυ-Ὃ-Ὃ-ἊὋ-Ἂ-Ἂ-Ὃ«ὭἌἊ-Ἂ-Ἂ-Ἂ-οδωνον ων 


Θα αποδείξουμε ότι το Α διαιρείται από το π] και το Β διαιρείται απὀ 
το (η * )l. 
Διατυπώνουμε και αποδεικνύουµε το παρακάτω λήμμα: 


Λήμμα: Το γινόμενο οποιωνδήποτε ν διαδοχικών ακεραίων διαιρείται 
από το ν’ 


Απόζειξη: Διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις. Οἱ ν διαδοχικοί ακέραιοι (1) 
είναι όλοι θετικοί, (1) είναι όλοι αρνητικοί, (Π1) περιέχουν το μηδέν. 

Η τρίτη περίπτωση είναι εὔκολη διότι το γινόμενο τότε είναι μηδέν και 
το 0 διαιρείται µε ν! 

Στην πρώτη περίπτωση ας θεωρήσουμε τοὺς ν θετικούς διαδοχικούς α- 
κεραίους jàl. 1-2... 1 ην. 


v! jt ν' 


(111)411 2): 00 μνὴ 


Θέλουμε να δείξουµε —— — —— —— 
ν 


κά, 


είναι ακέραιος, Αυτό ισχύει, αφού είναι οἱ συνδυασμοί |4ν στοι- 
ν 


χείων ανά ν και είναι ακέραιος, 

Η δεύτερη περίπτωση µπορεί να προκύψει από την πρώτη, αντικαθι- 
στώντας τους αρνητικούς ακεραίους του γινομένου από τις απόλυτες τιµές 
τους, που δεν επηρεάζουν τις ιδιότητες διαιρετότητας του γινομένου. 

Με την βοήθεια του λήμματος τώρα είναι φανερό ότι το Α διαιρείται µε 
n!. Επίσης το γινόμενο (πι Κ:Ι}Β των næl διαδοχικών ακεραίων διαι- 
ρείται µε (n⸗ I)l. 

Αλλά έχουµε απὀ την υπόθεση ότι ο πι ΚΙ είναι ένας πρώτος αριθ- 
μός μεγαλύτερος από η 1, οπότε είναι σχετικά πρώτος µε τον (η 1). E- 
ποµένως ο (η 1}! διαιρεί τον Β. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 

Ἔστω Αμβθῃςι και AB C, δύο οξυγώνια τρίγωνα. Να θεωρήσετε 
όλα τα τρίγὠνα ABC τα οποία είναι όμοια προςτο ΑΒ, 6Ο, (Α, B. « και 
Αγι δν Ὁι είναι οἱ κορυφές που αντιστοιχούν στις οµόλογες πλευρές) 
και περιγράφονται γύρῳ από το τρίγωνο ΑΒ (όπου Αῃ βρίσκεται 
πάνω στην Β6, Βι πάνω στην CA και 6 πάνω στην ΑΒ). Απ΄ όλα αν- 
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τά τα τρίγώνα, να προσδιορίσετε αυτό µε το μεγαλύτερο εμβαδό και να 
το κατασκενάσετε. 


Λύση 


οι 





Σχήµα 41 


Από τα Αρ, Βρ.(ρ φέρνουμε αντίστοιχα παράλληλες προς τις Βιι, 
Α/Οι και ΑΙΒΙ. Έτσι δημιουργείται ένα τρίγωνο ΑΒΕς όμοιο προς το 
ΑΙΒΙΟΙ. Ὑποθέστε τώρα, ότι κάθε µία απ᾿ αυτές τις γραμμές περιστρέφεται 
γύρω από τις κορυφές Αρ. Βρ. Co αντίστοιχα έτσι ώστε οι γωνίες A.ñ. ẽ 
να διατηρούνται σταθερές. Τότε κάθε ένα απ᾿ αυτά τα τρίγωνα ABC θα εἰ- 
ναι όμοιο µετο Α/Β/ΟΙ. Το τρίγώνο µε την µεγαλύτερη επιφάνεια είναι ε- 
κείνο από τα παραπάνω που έχει πλευρές μέγιστου μήκους, 

Για να το βρούμε ακολουθούμε την εξής πορεία: 

α) Αφού A— Α, .Β - Β, και ο -ο φτιάχνουμε τους κύκλους µε κέντρα 
Ο,. Οι και Ο, καιχορδές BeCo- Αρςς και ΑρΒρ αντίστοιχα, των οποίων 
τα τόξα ΒρΑΟς ὶ ΆρΒΟς και ΑρςΒρ βλέπουν τις παραπάνω χορδές µε γω- 


νίες Αι : Β, και 8 όπως φαίνεται στο σχήμα: 
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ποιο νωωω ως μασμυμω υσμουμωνως να ος Μι. ο.-. ὁ-οὦ κοκκινο ἆ 


β) Θα αποδείξουμε τώρα ότι 0.60. -- ΑΒς: 

Έχουμε & — και ο,6,Ο. 46 γιατί οἱ 0.0, 
και 0.0, διχοτομούν τα τόξα ΒΟ και ΑρΟ αντίστοιχα. Έτσι 
0-οιό.ο,. 

Όμοια Α Ξ οό., και Β Ξ 0.6.0. ; 

Επομένως ο.ό,ο. - —E - Α,Βιο, 


γ) Τελικά θα αποδείξουμε ότι το μεγίστου εμβαδού τρίγωνο ΑΒΟ δια των 
σημείων Αρ. Βρ.0ᾳ, είναι εκείνο του οποίου οι πλευρές είναι παράλληλες 


Δ 
στις πλευρέςτου Ο,0ι0.. 

Φέρνουμε τις κάθετες απὀ τα Οἱ, και Ο, στην ΒΟ και έστω Μι,, Μ. 
τα σηµεία τοµής. Τότε ΜΙΜ. Ξ5ΟΒ. αφού η Οι Μ, διχοτοµεί την ΑΒ 
καιη Ο:Μ., διχοτοµείτην Αρ. 


H ΜΙΜ., είναι η προβολή του ΟιΟ, πάνω στην Β6 και γίνεται µε- 
γαλύτερη όταν Β6/10,0.. 


Δ Δ 
Αφού 0,00, - ΑΒΟ τότε και οἱ τρεις πλευρές του τριγώνου παίρ- 
νουν την μεγαλύτερη τιµή τους όταν είναι παράλληλες προς τις πλευρές του 
Δ 
ο.0/Ο.. 
Τελικά για να κατασκευάσουµε το τρίγωνο µε το μεγαλύτερο εμβαδό 
Δ 
που είναι όμοιο προς το Α|ΒΙΟ, και οἱ πλευρές του διέρχονται απὀ τα 
Αρ. Bo· Co· πρώτα κατασκευάζουµε τους κύκλους µε κέντρα O, O,o 


ο”. 
Δ 
µετά το τρίγωνο O, OO, και τέλος τις παράλληλες απὀ τα Αρ, Βῃ. Ορ 


προς τις 0Ο, 0.0, ΟµΟ, αντίστοιχα. Έτσι κατασκευάζονται οι πλευ- 
ρές BC. AC και ΑΒ του ζητούµενου τριγώνου. 
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ΠΡΟΒΛΗΛΙΑ 5 
Να θεωρήσετε την ακολουθία (ο). µε γενικό όρο 


ε, Ξαι 33 Έτ ἂρν Π -- — ον. θβρο 


όπου ἃι. Ἁγι... ἃς Είναι πραγματικοί αριθμοί, όχι όλοι μηδέν. Χα Όπο- 
θέσετε ότι ένας άπειρος αριθµός όρων της ακολουθίας (ς,) είναι ίσος 


µε το μηδέν. Να βρείτε όλους τους φυσικούς αριθμούς η για τους οποί- 
ους ς Ξ60. 


Λύση 
Ὑποθέτουμε ὅτι για τους αριθμούς  ἄι. ἃγι..ι  ἃς  Ἰσχύει ὅτι 
πι] 2].1/ 2": 2]ας]. Επειδή είναι αι O, οι παραστάσεις 


Γι) π 
οι, Ξ8ι 82 1'' δε και -Ὁ || -ᾱ] ε.α -ᾱ 
“η πι πι 
µηδενίζονται για τις ίδιες ακριβώς τιµές του Π, οπότε μπορούμε να θεωρή- 
σουµε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι αι, -12]11/2:-: 2) και 


c. Ξ 11:42 1". 88, 


Για άρτιες τιµές του n έχουµε ότις͵ 20, αφού όλοι οι όροι του αθροί- 
σµατος που ορίζει το γενικό όρο ο, είναι µη αρνητικοί στην περίπτωση αυ- 
τή. 

Ἔστω ότι ο π είναι περιττός, πΞ 2πι κ] πιε Ἡ, 

Ας υποθέσουμε ότι Κ όροι από τους α, είναι ίσοι µε 1 και ότι { όροι ᾱ- 
πότους α, είναι ίσοι µε --ἰ. Τότε θα είναι 


8 
caα 8 ρω (1) 
κ { εὶ 
Αφού οι αριθμοί α, στο άθροισμα της σχέσης (1) έχουν απόλυτη τιµή 
μικρότερη του 1. θα έχουµε ὅτι 


8 
πι απ 50, Γξ Καέν... ὃ και im ὸ αἲ 50. 
—— μμ στο 
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Άρα θα έχουµε ότι im ο ΞΚ-{ και αφού άπειρο πλήθος ὁρων 
πι γοο 


της ακολουθίας 2 ισούται µε 0, έπεται ότι κΞ {, Πράγματι, αν ίσχυε ὁ- 
τι κ-ίθ,τότε από την ισότητα im : προκύπτει ότι για 
m 


κ-έ 
εΞ ο. υπάρχει πῃρΕ N έτσι ώστε για κάθε πι πῃῃ να ισχύει: 


κος. —— 
2 . 2 


δηλαδή οι όροι της ακολουθίας «σι μπορούν να μηδενίζονται µόνον για 
κάποιες τιµές του πι απὀ 1 μέχρι ππῃ, που είναι άτοπο. 

Ἔτσι έχουμε καταλήξει στο συμπέρασμα ὅτι οι όροι µε τη µεγαλύτερη 
απόλυτη τιµή από τους α, έχουν ανά ζεύγη αντίθετα πρόσηµα. 

Η σχέση (1) γίνεται: οι Ξ αὖς η αρ. και προχωρώντας ὅπως 
παραπάνω, βρίσκουμε ὅτι οι όροι απὀ αυτούς που απέµειναν µε τη μεγαλύ- 
τερη απόλυτη τιµή θα έχουν ανά ζεύγη αντίθετα πρόσηµα κ.ο.κ.. 

Επομένως η ισότητα ς, Ξ0 ισχύει για όλεςτις περιττές τιµέςτου π. 


ΠΡΟΡΛΗΜΛό 
Σε µια αθλητική συνάντηση επρόκειτο να δοθούν πι μετάλλια σε η 
ημέρες (η * 1). Την πρώτη µέρα τῶν αγώνων δόθηκαν ένα μετάλλιο 


και το 4 τῶν υπολοίπων πι--ἵ µεταλλίῶν. Την δεύτερη µέρα τῶν α- 


γώνων δόθηκαν δύο μετάλλια καιτο 4 τῶν μεταλλίων που απέμειναν. 
και κατ᾽ αυτό τον τρόπο συνεχίστηκε η απονομή μεταλλίων. Την τελευ- 
ταία µέρα δύθηκαν τα υπόλοιπα η μετάλλια που απέμειναν. 


Πόσες µέρες διήρκεσε η αθλητική συνάντηση και πύσα μετάλλια 
δόθηκαν συνολικά; 


Λύση 
Έστω αι ο αριθμός των μεταλλίων που έχουν απομείνει στην αρχή της 
κ-ημέρας των αγώνων. Τότε τα μετάλλια που θα δοθούν αυτήν την ηµέρα 


είναι Κατω -Κ) και θα αποµείνουν ον -|καδίω -Κ)/ σα -κ). 


9) Διεθνή Μαθηματική Ολυμπιάδα 1967 103 


Έτσι στην αρχή της επόµενης ΚΙ ημέρας υπάρχουν ἂν ι 6 -Κ) µε- 
τάλλια. Από την σχέση αυτή έχουµε 
7 7 
πουν κ η πό 1) 


Γνωρίζουμε ακόµα ότι αι, -π και αι — m. Από την (1} έχουμε το πα- 
ῥρακάτω σύστημα: 


Πολλαπλασιάζουµε τις σχέσεις αυτές µε 1, 7... (76). (16). 
αντιστοίχως και στην συνέχεια τις προσθέτουμε κατά µέλη, οπότε λαμβά- 


το ΜΕ Γζμ τί 


2 η-2 η-] 
—m2142 ? 43 * 61) : η η (2) 
6 6 6 6 
Το πρόβλημα τώρα είναι να βρούμε όλους τους φυσικούς αριθμούς 
n 22 γιατους οποίους το δεύτερο µέλος είναι ακέραιος αριθµός. 


Πολλαπλασιάζοντας την (2) µε — * παίρνουμε; 


ες] β]ι) ἳ 


και αφαιρώντας αυτήν απὀ την (3) έχουμε: 
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πιο ο ος 2) 


Το άθροισμα µέσα στις αγκύλες είναι γεωμετρική πρόοδος και η τιµή 


| : | ΙΟΥ 

του είναι - Ξ (5) - Ἱ Αντικαθιστώντας αυτό στην (3) και ταυ- 
---ἶ 

6 


τόχρονα πολλαπλασιάζοντας επί (--6) παίρνουμε: 


μι κ —— 


Αυτό είναι ακέραιος, αν ο 67". διαιρεί τον (π--6):Τ" και αφού 
(6.7)--Ι αυτό συμβαίνει όταν ο 6”. να διαιρείτον π--6. Αλλάγια π21 
έχουµε 6”' Σ]η--6) και έτσι η µόνη δυνατότητα για να διαιρεί ο 67. τον 


π--6 είναι να έχουµε π- 6-0. Αυτό δίνει ηΞ6 και πι-26. 


Άρα η αθλητική συνάντηση διήρκεσε 6 ηµέρες και τα μετάλλια που δό- 
θηκαν ἦταν 36. 
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Τόπος Διοργάνωώσης: Σοβιετική Ένωση (Μόσγα) 

Πρύεδρος Συµβ. Αρχηγών: Α. Markusevie (Παν/μιο Μόσχας) 
Συμμετοχή: Ι3 χώρες µε δ το πολύ µαθητές η καθεµία 
Νέες συμμετοχές: -- 

Μέγιστη Βαθμολογία: 40 βαθμοί ανά μαθητή 

Οι δ πρώτες χώρες: Αν. Γερμανία (304), Σοβ. Ένωση (298], 


Ουγγαρία (3291), Ηνωμένο Βασίλειο (263), 
Πολωνία (262), Σουηδία (256), Τσεχοσλο- 
βακία (248], Ρουμανία (208]. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 


Χα αποδείξετε ότι υπάρχει ένα, και µόνο ένα, τρίγώνο του οποίου τα 
μήκη των πλευρών είναι διαδοχικοί ακέραιοι και µία εκ των γὠνιών 
του είναι διπλάσια της άλλης, 


Λύση 





B — Α 
Σχήµα 43 


Σημειώνουμε µε Ὁ--1, b. ο] τα µήκη τῶν πλευρών του τριγώνου και 
µεα, ß. γτις απέναντι γωνίες, 
Προφανώς Ὁ » ακαια«βςγ. 


106 Σοβιετική Ένωση (Μόσγα) 
Χρησιμοποιώντας τον νόµο των συνηµιτόνων, παίρνουμε 


ο) κ(ον1)  - -(ο--ι) 4 — 
2Ρ(0 ος!) σοκ 2 2{υχ]] 
και ομοίως 


—7 


— 
(ν΄ --)᾽ ο(0--τ) 


Σημειώνουμε εδώ ὅτι για οποιονδήποτε ακέραιο Ὁ τα παραπάνω είναι 
ρητοί αριθμοί. Καθώς ο b αυξάνει το συνα μειώνεται (ο παρανοµαστής της 
σχέσης (1) μεγαλώνει διπλασιαζόµενος σε σχέση µε τον αριθμητή) και έτσι 

11 


η γώνία α αυξάνεται. Για Ὁ 2 7 έχουμε συνα «τα κ: έτσι α 5 45”, Αλ- 


λά τότε β » 45” και έτσι Υ «905, οπότε καμία γωνία δεν είναι διπλάσια της 
άλλης. 
Έτσι εµείς χρειάζεται να κοιτάξουμε µόνο για τις τιµές 5-2,3,4,5.60. 
Αν γξζ2α ἡ }γΞ2β ἡ βΞ2α έχουμε αντίστοιχα συνγ--2συν΄α--Ι. 


συνβ Ξ (2) 


ἡ συνγ--2συν β--Ι ἡ συνβ - 2συν΄-α-Ι και έτσι 


—s— ἡ συνβ- ο ή συνα- —J 


Από τις σχέσεις (1} και (2) έχουµε ότι για Ὁ ακέραιο οι αριθμοί συνα, 
συνβ, συνγ είναι ρητοί. 
ΙΓσυν . Ισυνβ 
2 2 








Άρα πρέπει να είναι τετράγώνα κλασματικών ᾱ- 
ριθμών. 
Αλλά για b- 3.4, 5. 6 οι τιµές του J υπολογιζόµενες απὀ τη 


21 4 55 2 ΙΑ  συνγ . α 
ἑ 2} είναι ---- και εκείνες του είναι --. -. --- 
ο ση ναι ο — * 737 


ενώ για 9Ξ2 έχουµε συνγ--]1. που είναι άτοπο. 


.. 








Η µόνη που είναι τετράγωνο είναι η τιµή τς για 0-5 και συνα- 


ΚΙ 


Ἆρα το µόνο τρίγώνο που υπάρχει, έχει πλευρές 4, 5, 6 και γ-τ2α. 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

Να βρείτε όλους τους φυσικούς αριθμούς κ. που είναι τέτοιοι ώστε 
το γινόμενο τῶν ψηφίῶν τους (στο δεκαδικό σύστημα αρίθμησης) να εἷ- 
ναιίσο µε κ΄ --10κ--22. 


Λύση 
Ας υποθέσουμε ότι ο αριθμός κ έχει π ψηφία τότε γράφεται 


x Ξ αρ αμ10 1.210” νι γα, 10. 


η -ι 
Το γινόμενο των ψηφίων του το συμβολίζσυµε Ρ(Χχ). οπότε 
Ρ(χ)Ξαρᾶιᾶ»...ᾶ, xꝰ-10x-22. 


Επειδή ισχύει P(x)- (abara-. 2) δρ ας «ΙΟ x, 
θα έχουµε την ανίσωση 
κ΄ --Ι0κ--22«χ, χεΝ, 


Ξχ -ἴἰχ-22«0, χεΝ, 


ΙΙ --209 1 209 
ο ———— x 


ΕΝ, 
χε (θ,1,2.....11,12}, αφού 14 «ν209 «15. 

() Αν οκ είναι µονοψήφιος, τότε κ --ᾱµ οπότε θα έχουµε 
Ρ(χ)Ξαρ-χςκ” -Ι0χ-229 κ΄ --ΙΙχ-2250. 


Η εξίσωση όμως αυτή δεν έχει ακέραιες λύσεις. Ἆρα ο κ δεν εἶναι µο- 
νοψήφιος. 
(4) Ανο κΞ1Ι0,τότε Ρ(χ)-1:0-:0 και η ισότητα (1} γίνεται: 


Ρ(χ)« κ’ --Ι0χ- 2290 κ” --Ι0χ--22, 


η οποία δεν αληθεύειγια 510, 
(Gi Avo xSII τότε P(X)-I-ISI και η ισότητα (1) γίνεται: 


Ρ(χ)Ξχ” -Ιθχ-2291- κ” --Ι0χ--22, 
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η οποία δεν αληθεύειγια κΞ1Ι. 
(ἵν)Ανο χ-12 τότε Ρ(χ)-1:2-32 καιη ισότητα (1) γίνεται: 
Ρ(χ)« κ; --Ι10χ--22 9525 χ” --Ι0χ--22, 
η οποία και αληθεύειγια 512, 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 
Θεωρούμε το σύστημα τῶν εξισώσεων: 
αχί «βχ, «γα, 
αχξ 4 βχ, ΕΥΞΧ, 
αχ * αι ι ΤΥΞΣ, 
αχό «βν, «ΥΞτι 
µε αγνώστους Χιι Χχε...« Χι και αβιγεςἘ µε α-θ. Έστω 
ΑΞ(β- 1)’ -4αγ. Να αποδείξετε ότι γι’ αυτό το σύστηµα: 
() Αν «0, ὅεν υπάρχει καμία λύση. 
(1) Αν A-O, υπάρχει ακριβώς µία λύση. 
(0) Αν 4 0. υπάρχουν περισσύτερες από µία λύσεις, 
Λύση 
Προσθέτουμε όλες τις εξισώσεις κατά µέλη και παίρνουμε: 


αἲ κ —* ηγς Ὅ χι αχ) κ (β--Ι) οχι ΤηΥΞΟ. 0) 
' ! 
Θεωρούμε τώρα την παραβολή 
Ο(Υ)- αγ’ «(β-1)ΥΎ (2) 


και παρατηρούμε ότι η (1) εἶναι ισοδύναμη µε την 
ο(κι) Οκ.) -- οί. )-0. ϐ) 
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ΔΞ(β-] )΄ -4αγ εἶναι η διακρίνουσα του τριωνύµου (2). 


() Αν Ας «0 η (2) δεν μηδενίζεται για καµία πραγματική τιµή και το πρό- 
σηµό της εξαρτάται απὀ το πρόσηµο του α, Ο(γ)20 αν α»0 ἡ 
Ο(γ)«θ0,αναςθ. 

Επομένως ὅλοι οι προσθετέοι της εξίσωσης (3) είναι θετικοί ἡ αρνητι- 
κοί, οπότε αυτή και η ισοδύναμή της (1) δεν έχει λύση. Άρα το σύστημα 
δεν έχει λύση. 

(1) Αν ΔΞ0 η (2) μηδενίζεται για µία µόνο τιµή y —* και το ἴδιο 

α 


συμβαίνει για κάθε προσθετέο της (3]. 

Άρα το σύστημα έχει µία µόνο λύση την χι Χι ττ  Ἔχ, E. 
Gii) Av ASOn (2) μηδενίζεται για δύο διαφορετικές τιµές γι. Υ2 και το i- 

διο συμβαίνει για κάθε προσθετέο της (3). 


Άρα το σύστηµα έχει δύο διαφορετικές λύσεις τις ΧιΞ Χο Ξ"  ΞχιΞ 
δι κι ανν αλ δρ 2) 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 


Να αποδείξετε ότι σε κάθε τετράεδρο υπάρτχει µία κορυφή, ώστε οι 
ακμές που συναντώνται σε αυτήν έχουν μήκη. όσο οι πλευρές ενός τρι- 
γώνου. 


Λύση 

Γνωρίζσυμε ὅτι τρία τμήματα µε µήκη α, β, Υ αποτελούν πλευρές τρι- 
γώνου, αν, και µόνο αν, το άθροισµα οποιωνδήποτε δύο απ᾿ αυτά είναι µε- 
γαλύτερο του τρίτου. 

Επομένως τρία τμήματα δεν αποτελούν πλευρές τριγώνου, αν το ένα ᾱ- 
πό αυτά (ας υποθέσουμε το μεγαλύτερο) είναι μεγαλύτερο ἡ ίσο απὀ το ἆ- 
θροισμα των δύο άλλων. 
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Β 
Σχήµα 44 


Θεωρούμε το τετράεδρο του σχήματος και υποθέτουμε ότι ΑΒ είναι η 
μεγαλύτερη ακµή. 

Αν υποθέσουμε ότι δεν υπάρχει κορυφή τέτοια που να ικανοποιεί τις ᾱ- 
παιτήσεις του προβλήματος τότε για την κορυφή Α θα έχουμε 
AB ADAC και για την κορυφή Β θα έχουµε ABZBCABD και µε 
πρόσθεση κατά µέλη 

2ΑΒ2ΖΑΡ«ΑςΞΒΟ«ΞΒΗ, (1) 

Από το τρίγωνο ΑΒΟ ὅμως έχουµε ότι AB-AC BC και απὀ το τρί- 
γὠνο ABD έχουμε ότι; ABADBD οπότε µε πρόσθεση κατά µέλη 
παίρνουμε; 

2ΑΒ«ΑΡΌ-ΑςΒς-ΒΗΟ. (2) 


Απόγις (1) και (2) καταλαβαίνουμε ὅτι έχουµε µία αντίφαση. Επομένως 
υπάρχει µία τουλάχιστον κορυφή που οι ακμές της να αποτελούν πλευρές 
τριγώνου. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 
Θεώρούμε µία πραγματική συνάρτηση { µε πεδίο ορισμού το Ὦ τέ- 
τοια ώστε η εξίσωση: 


Γ(κ κκ) τς εγι() [ες] 


µε α σταθερό θετικό πραγµατικό αριθµό, να επαληθεύεται για όλα τα 
XSR. 


(i) No αποδείξετε ότι η συνάρτηση {είναι περιοδική. 


(48) Για α-- , να δώσετε ένα παράδειγµα µιας συνάρτησης Ε µε τις 
απαιτούμενες ιδιότητες, 


(9) 
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Λύση 
Από την δοθείσα εξίσωση προκύπτει ότι {κα α})2 5 .. οπότε θα ισχύει 


και [(8)2 Φε για κάθε χε Ἡ .Έτσι, αν θέσουμε 


' 
ε(α)51(6)σ5 (9) 
έχουµε ϱ(χ)20, για κάθε χε ἙἘ., H δοθείσα συναρτησιακή εξίσωση 
τώρα γράφεται; 


—R —V——— —— πα 


Τετραγώνίζοντας παίρνουμε; 
— 2 
[ρ(κ-α)] 26) (2) 
για κάθε XSER, και αν θέσουμε όπου χ το χτα έχουμε 
Ι 2 2 
2 Ξ ----- 4: . οπότ 2 Ξ . Επειδή 
[ία N . [ρ(χα) Γ, οπότε [εκ 24) [ο (κ)} πειδή 
ϱ(κ)20 για κάθε χε R, παίρνουμε ϱ(χ” 24)Ξ Ε(Χχ) και µε την βοή- 
θεια της (1) παίρνουμε ((κ124)---ε(α)-ς 5 Γ(κζα){(κ). 
Αυτό δείχνει ότι η ΓΕ είναι περιοδική μεπερίοδο Τ- 2450. 


(Ἠ) Για να βρούμε όλες τις λύσεις, θέτουµε Ἀ(κ)--4[ε(κ)! -5 και γρά- 


φουμε την (2) στην µορφή: 
ἡ(χ κα)Ξξ -(κ) (3) 
Προφανώς, αν Μα)” και ικανοποιεί την σχέση (3), τότε η ϱ(κ) ι- 


κανοποιείτην σχέση (2). 
Ένα παράδειγµα για αξ] δίνεται απὀ την συνάρτηση Π(χ)Ξ 


ην (σα | που ικανοποιεί την (3) µε αξ]. Για αυτήν την Ἡ είναι 
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l : 
*3 . ἱκανοποιεί τις απαιτού- 


ο ο) και η (0) σι” 





µενες συνθήκες. 


ΠΡΟΒΛΗΜΛό 
Για κάθε φυσικό αριθµό π., να υπολογίσετε το άθροισμα: 


ΗΝ Εβ]- 


Σηµείωση: Το σύμβολο [κ] ονομάζεται ακέραιο µέρος του πραγµατι- 
κού αριθμού κ και είναι ο μεγαλύτερος ακέραιος που δεν υπερβαίνει τον κ. 
Ισχύει χ-Ι«[χ]ςκ. 





Αί 
Για κάθε φυσικό αριθµό π θα δείξουμε ὅτι το δοθέν άθροισµα δεν απει- 
ρίζεται, δηλαδή είναι πεπερασμµένος αριθµός και η τιµή του είναι [η]--π. 
Ο πρώτος ισχυρισμός είναι αληθής, γιατί αν πάρουμε κατάλληλο Φυσι- 
κό αριθµό Κ τέτοιο ώστε π«2- έχουμε π.2 2" 2) --2Ν"1. οπότε 


κ 
ο «1 και επομένως ε.α - 0. Ἆρα και οἱ επόμενοι προσθετέοι εἷ- 





ναι 0. 
Θα δείξουμε τον δεύτερο ισχυρισμό µε την βοήθεια του επόμενου λήµ- 
ματος; 


Λήμμα: —— [κ] γιακάθε XSR. 


Απόὂδειξη: Αν ο αριθμός κ αυξάνεται κατά 2, και τα δύο µέλη της ισό- 
τητας αυξάνουν κατά 2. Θα αποδείξουµε λοιπόν την ισότητα στο διάστηµα 


θσκχς2. Σ᾽ αυτό το διάστηµα έχουµε 5]-ο, οπότε πρέπει να αποδεί- 


ἔουμε ότι .. |- [κ]. 
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α) θσκς!, ὄουµε 1) | [χ]-0. 


β) Αν Ισχς2, cuovue τν |- [κ]-- .. 


. , κ 41 
Θα χρησιμοποιήσουμε το λήμμα µε την µορφή [χ]- 5] Ξ . 
Αν στη θέση του x διαδοχικά θέσουμε η, * cxovpe 
n*1 
η) — 
η 
πηΣ] 2Η] 
δι 2 2’ 





Ο ακέραιος Κ στην τελευταία γραµµή είναι τέτοιος ώστε μαι ας ὅ χο 
οπότε κο. αλλά στ |- 0, 


Με πρόσθεση τῶν παραπάνω ισοτήτων παίρνουμε 
141, Γη-2 π 4-2" 
] [στ] μ] ο] ο) απ] 


που οδηγεί στο συμπέρασμα ότι —1* * InISn, αφού ο η είναι φυ- 


σικός αριθµός, 





— 


ΓΗ Διεθνής Μαθηματική Ολυμπιάδα. 1969 


Τόπος Διοργάνώσης: Ρουμανία (Βουκουρέστι) 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: G. Moisil (Ακαδημία Επιστημών 
Βουκουρεστίου) 

Συμμετοχή: 14 χώρες µε δ το πολύ µαθητές η καθεμία 

Νέες συμμετοχές: Βέλγιο, Ολλανδία 

Μέγιστη Βαθμολογία: 40 βαθμοί ανά μαθητή 

Οι δ πρώτες χώρες: Ουγγαρία (247), Αν. Γερμανία (240), Σοβ. 


Ένωση (231). Ρουμανία (219], Ηνωμένο 
Βασίλειο (193], Γιουγκοσλαβία (181), 
Τσεχοσλοβακία (170), 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 
Να αποδείξετε ότι υπάρχουν άπειροι φυσικοί αριθμοί α µε την 


ιδιότητα: «Ο αριθµός 7- nAa δεν είναι πρώτος για κανένα φυσικό 
αριθµό η», 


Λύση 
Θα ψάξουμε για φυσικούς αριθμούς α τέτοιους που θα µας επιτρέψουν 


να παραγοντοποιήσουµε το άθροισμα π΄ --ᾱ. 
Θεωρούμε τους φυσικούς a ⸗ κ’, Κ-2,3.... 


— — 
Τότε 7 -- π' --4Κ Έ π --4π΄ κ΄ --4 κ΄ --4πΚ΄ Ξ(α” 424) -(20k. 
Άρα 2 nꝰ 4 28ꝰ 4 20k ) ſnꝰ ο 27 --2ΗΚ]. 


Αρκεί να δείξουμε ότι και οι δύο παράγοντες υπερβαίνουν το 1 για κάθε 
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φυσικό η2],όταν κ-2.3..., 
Παρατηρούμε ότι ισχύει 
nꝰ «2Κ- «2ηΚ2π” --2Κ” --2ΗΚ -(α--Κ) ΣΚ:ΣΚ:24, 
οπότε κάθε παράγοντας του 2 είναι μεγαλύτερος ἡ ίσος του 4 για άπειρες 
τιµές ΚΞ2,3,.... Άρα για τις τιµές αξ4κ', Κ-2,ὰ,.. ο 2Ξπ' 4 δεν 
είναι πρώτος, 


Σηµείωση: Αν επιλέξουμε την τιµή ΚΞὶΙ ο 7 γράφεται 
Ζ7Ξ (0 *21 34 2γ(π᾿ 21* 2) και παρατηρούμε ὅτι για πΞ]Ι έχουμε 
755.155, που είναι πρώτος. Για η22 πάλι ο 
ζ- —J 2Η 3 W 2* 2) είναι σύνθετος, 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 
Θεωρούμε τη συνάρτηση {με τύπο: 


Γ(κ)Ξ συν(αι -- Ἡ) κ Σσυνία, κ) —X —VVV —— Ἐκ). 
όπου ἄν ἃν....«ρ είναι πραγματικοί αριθμοίκαιχετς, 


Αν (κι) ΞΕ(κ,)-θ, να αποδείξετε ὅτι χ, --Χι --πιπ, για κάποιον 
ακέραιο πι. 


Λύση 
Με την βοήθεια της σχέσης συν(αβ)- συνασυνβ--ηµαημβ η {{κ) 
µπορεί να γραφτεί: 


{(κ)Ξ νὰ συν(αι «χ)- 


Ξ-Ὁ--τ * (συναι συνχ --ημαιημχ)- 
κ-Ι 


ον 1 ον | 

* * ——⏑— τετ παν σε 

και 2 κσι 2 
Ξ Ασυνχ -Βημκ, 

όπου 
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ΑΞ λος και Β - σαι, 


τας πά κι 2 





Οι αριθμοί Α και Β δεν μπορούν να είναι ταυτόχρονα 0 γιατί τότε 
{(κ)Ξ0 γιακάθε χε R. Αυτό είναι αδύνατο, αφού για κ ----ᾱι έχουµε; 


[(-α1) 1Η συν (ο, - α)) 1 «συν(α -ᾱι)--- — πσυν(α, --ᾱι) 


ἄν Ι ] 
οπότε ος λος μις] — 7 20. 


Έτσι για την {{κ)- Ασυνκ--Βημκ δίνεται ὅτι Γ(χι)Ξ Ασυνχι -Βημχι - 
και Γ(Χ2)-- Ασυνκ; -Βημχ;Ξ0, οπότε αν Α «0 έχουµε σφχ, Ξσφχ, ον 


απὀ την οποία έχουµε ὅτι Χ.-ΧιἘπιπ µεπεῦ,Αν ΑΞθ τότε Β-θ, 
οπότε θα έχουµε ημαι, - ημχ; Ξ0., απὀ την οποία έπεται ότι χ.-Χιξππ, 
πεζῖ, 


ΠΡΟΒΛΗΝΑ 3 

Για κάθε τιµή του ΚΞΙ,2,3,4.5 βρείτε αναγκαίες και ικανές 
συνθήκες για τον αριθµό α Σ 0 ἔτσι ώστε να υπάρχει ένα τετράεδρο µε 
κ ακμές µήκους a, και µετις υπύλοιπες 6- κ ακμές μήκους Ἱ. 


Λύση 
Σημειώνουμε το τετράεδρο µε Τ και εξετάζουμε κάθε τιµή του κ 
ξεχωριστά. 
α) ΚΞΙ. Ας θεωρήσουμε ότι το Τ έχει κορυφές A. Β, Ο, Ὁ µε 
ΑΒΞΒΟΞΑςΞΒΕΌΞ(ΡΌΞΙ και ΑΏξα ὅπως φαίνεται στο σχήμα. 
B 





ος ος 
Σχήµα 45/1) Σχήμα 45/1) 
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β) 
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Θεωρούμε τον επίπεδο ρόμβο ΑΒΟΟ ὅπως φαίνεται στο σχήµα (2). 
Τότε ΑΟ Ξ B. To D βρίσκεται στην τοµή τῶν σφαιρών ακτίνας l, µε 
κέντρα Β και Ο. Αφού η τοµή των σφαιρών είναι κύκλος, το D 
βρίσκεται στον κύκλο µε διάμετρο ΑΟ (εκτός τῶν σημείων Α ἡ ϱ) µε 
το επίπεδο του κύκλου να είναι κάθετο στο επίπεδο του ρόμβου. 
Επομένως θς ΑΓ « νὰ, δηλαδή θ«α «3. 





Σχήµα 46/1) Σχήµα 46/11) 
κΞ2. Εδώ θα διακρίνουμε δύο περιπτώσεις, 


Περίπτωση 1": Οἱ δύο ακμές μήκους α έχουν µια κοινή κορυφή, ἑστω 
Ρ, και οι άλλες κορυφές του Τ ας εἶναι Α, Β, Ο. Ὑποθέτουμε τι 
ΑΡΞΙ, ενώ ΡΒΕΞΡς-α. Οἱ υπόλοιπες ακμές έχουν µήκος | (σχήμα 
3). 

Θεωρούμε ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΟ µε πλευρές μήκους | και δια του Α 
φέρνουμε την ϱΑΡ κάθετη στην BOC ώστε ΑΘΞ ΑΕ Ξ]Ι (όπως φαίνεται 


στο σχήμα). Τότε ΟΒΞΟςΞ :) ή 29, 


2 
μΕ-Κκς- : J — G. Το Ρ, ευρισκόμενο σε ίση 


απόσταση απὀ τα Β και, και απέχοντας απὀ το Α απόσταση ίση µε !, 
βρίσκεται στην τοµή του επιπέδου που διέρχεται απὀ την ΟΚ και είναι 
κάθετο στο επίπεδο του τριγώνου ABC, και της σφαίρας µε κέντρο Α 
και ακτίνα Ἱ. Ἆρα το Ρ µπορεί να βρίσκεται οπουδήποτε πάνω στον 
κύκλο µε διάµετρο ΟΕ και του οποίου το επίπεδο είναι κάθετο σ᾿ αυτό 
του τριγώνου ABC (εκτός τῶν σημείων Ο ἡ Ε). 

Άρα ΡΗ και ΡΟ είναι μεγαλύτερες απὀ ΚΒ και μικρότερες απὀ 08. 
Επομένως σ᾽ αυτήν την περίπτωση έχουµε; 


γ) 
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—AAA-. 


Περίπτωση 2": Οι δύαᾳ ακμές μήκους a είναι απέναντι, έστω 
Βς-ββ-α,και ΑΒΞΑςΞΡΕΒΞΡςΞΙ (σχήμα 5). 





Σχήμα 4741) Σχήμα 47(11) 

Θεωρούμε τώρα τον ρόμβο ΑΒΟΟ µε μήκη πλευρών l και διαγώνιο 
Β6ς -α͵ όπως φαίνεται στο σχήμα. 

Αφού ΡΒΞΡ(ςΞΙ. το Ρ βρίσκεται στην τομή τῶν µοναδιαίων σφαιρών 
µε κέντρα Β, ο δηλαδή πάνω στον κύκλο µε διάµετρο ΑΟ που το 
επίπεδό του είναι κάθετο στον ρόμβο. Αλλά ΡΑ Ξα και άρα το α πρέπει 
να είναι μικρότερο της διαμέτρου ΑΘ του κύκλου. 

2 2 
Αφού  ΑΟΞ — θα έχουμε ας — ολα. 4 aꝰ 959 


4. 


Από τις περιπτώσεις | και 2, συμπεραίνουμε ότι, για ΚΞ2, τετράεδρα 


υπάρχουν αν και µόνο αν πε (ν2-νθινοννθ) ήαε (0,ν2], δηλαδή 


όταν 
πε [ο ν2νδ]. 


Κ:3. Ένα τετράεδρο, µε τις Ιδιότητες: του προβλήματος, πάντα 
υπάρχει σ᾿ αυτήν την περίπτωση. 

Αν 421 παίρνουμε τρίγωνο ΑΒΟ µε μήκη πλευρών 1 και περίκεντρο 
ϱ. Φέρνουμε κάθετη στο επίπεδο του τριγώνου που να διέρχεται από το 
ϱ και παίρνουμε ένα σηµείο Ρ πάνω σ᾿ αυτή την κάθετη ώστε 
ΡΑΞΡΗΞΡςΓ-α. Αυτό εἶναι ένα τετράεδρο µε τις απαιτούµενες 
ιδιότητες το προβλήματος. 

Αν θςαςξ] παίρνουμε τρἰγώνο ΑΒΟ που να διέρχεται απὀ το ϱ ὅπως 


120 Ρουμανία (Βουκουρέστι) 


προηγούμενα. Πάνω σ᾿ αυτήν επιλέγουμε σηµείο Ῥ ἔτσι ώστε 
ΡΑΞΡΗΕΞΡς ΞΙ. Είναι ἕνα τετράεδρο του προβλήματος. 
) ΚΞ4. Αν τέσσερις ακμές του Τ έχουν μήκος a και οι υπόλοιπες δύο 
έχουν µήκος 1, θεωρούμε ένα όμοιο τετράεδρο J µε τέσσερις ακμές 
1 


μήκους l και δύο µε μήκος Ὁ Ξ . «Το Τ΄ ανήκει στην περίπτωση ΚΞ2. 
a 


Επομένως υπάρχει αν και µόνο αν 04b- 2193. Άρα 


ο ο ου. 
μετα ἀλλὰ, 


ε) ΚΞ5. Όμοια ανάγουµε αυτήν την περίπτωση σε αυτήν µε ΚΞ]Ι και 





βρίσκουμε ὅτι το T υπάρχει αν ἃ .-ᾱ- — Συνοψίζοντας όλες τις 


περιπτώσεις, έχουμε τον πίνακα: 


μα ἨὉ.ι- ο. το ο. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 
Θεωρούμε ημικύκλιο y, διαμέτρου ΛΒ. Αν 6 είναι σηµείο του 
ημικυκλίου Ύ, φέρνουμε «Ρ | ΛΕΒ. Κατασκευάζουµε τρεις κύκλους γι. 


Υ. Ὑν όλους εφαπτύµενους στην ΑΒ. Από αυτούς ο γι είναι 
εγγεγραμμένος στο τρίγὠωνο ARC. ο Υ, εφάπτεται επίσης της CD και 
του τόξου Ας .καιο γι εφάπτεταιτης CD καιτου τόξου ΟΡ. 

Χα αποδείξετε ότι οι τρεις κύκλοι γι. Ἡχ. Ὑν ἔχουν µια δεύτερη 
κοινή εφαπτομένη. εκτόςτης ΑΒ. 





Λύση 

Θα αποδείξουμε ὅτι τα κέντρα Οιἱ.Ο:.Ός των κύκλων γι. Ὑ. Ύι 
αντίστοιχα, είναι συνευθειακά σηµεία. Αυτό θα έχει ὡς συνέπεια, ότι 
υπάρχει και δεύτερη κοινή εφαπτοµύνη τῶν τριών κύκλων, συμμετρική της 
ΑΒ ως προς άξονα συμμετρίας την Ο(010., 
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Σχήµα 48 (1) Σχήµα 48 (1) 


Δ 
Στο σχήμα 458 (1) έχουµε τον εγγεγραμμένο κύκλο γι στο ΑΒΟ και, 
ϱ, Κ είναι τα σηµεία επαφής, 
Αν σημειώσουμε µε a. h. 6 τα µήκη των πλευρών του τριγώνου και την 





a , 
ημιπερίµετρο µε τς τότε γνωρίζουμε ὅτι 


ΑΡΞΑΚΞΤ-α,. ΒΡΞΒΟΞτ-υ. Οκ. Ξ(Οςτ-ς. (1) 


Αφού ΟΚ 1 ΑΟ, ΟΙ9 1 ΟΒ και 0-905 καταλαβαίνουμε ότι το 

Ο00Ο,Ε είναι τετράγωνο άρα η ακτίνα δίνεται απὀ 
ηἜτ-ς. (2) 

Το σχήμα 45 (1) δείχνει τους κύκλους Υ., Ὑν µε τα κέντρα τους 
Ο:, Οι και τις ακτίνες τους τ. και τι αντίστοιχα. Ἑστω Η., και ἩΗ, τα ίχνη 
των καθέτων απὀ τα κέντρα Ο.,.Ό., προς την ΑΒ και Ο το κέντρο του 
ημικυκλίου γ. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΟ γνωρίζουμε ότι ΑΟ’ - AD- AB και 
ΒΟ΄ - ΒΏ-ΑΒ άρα 


b* α΄ 
ΑΓ -- --- και ΒΓ ----- (3) 

6 ς 
Στο ορθογώνιο τρίγωνο Ο:Η.0 έχουμε απὀ Πυθαγόρειο θεώρημα: 
* *(8 0boy ΞΟΟΞ, ὅπου 0Ο. Ξτ-τ (ἵ η ακτίνα του ημικυκλίου γ). 
Άρα τὸ “(η «ὈΟ)’ -(ε--ε,}' «5 τὸ --25, ({3:ΏΟ) «τ΄ --ΡΟ” - 
(ε ΡΟ) (ς-- ὈΟ) «5 τ «20ΒΟΞ ΒΏ:ΑΏ και µε την βοήθεια των 
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σχέσεων (3) έχουµε ϱ ἁν — 
ο 


4 
Προσθέτοντας * και στα δύο μέρη παίρνουμε 
ς 


τι α΄ (αἱ εν’) ; 
Ώ — — a απ᾿ όπου έχουµε 


ς 
α2 
ϱ ἑ---Ἔα Ηβ-α. (4) 
ς 


Όμοια από το ορθογώνιο ΟΗ.Ο., έχουµε: τς δ{τι -ΡΟ)’ Ξ{Γ--τῃ γ΄ «5 
Π «πι (τ-- ο) -- (τς ΡΟ) (ε-- ΏΟ) 5. τε «2η: ΑΡ Ξ BD · AD απ᾿ όπου µε 
χρήση τῶν σχέσεων (3) βρίσκουμε ότι 
2 





μη ΞΛΗν -ὖ. (5) 
2 απ, 
Προσθέτοντας τις σχέσεις (4) και (5) βρίσκουμε το Έτσι - ΞαΕ Ὁ 
απ᾿ όπου 
ο αντι (6) 





Σχήµα 49 


Στο σχήμα 49 έχουμε κατασκευάσει και τον κύκλο γι. Βρίσκουµε ότι 
Η.ΡΞΗ.Β--ΡΒ που, µε την βοήθεια των σχέσεων (1) και (4) δίνει 
Ηρρ-α-(τ- 0)]-αγὓ-τςθτ-ο και ΗΙΡΞΗΙΑ-ΑΡΞυ-(τ-α)- 
αεΌὺ-τίτ-ς. Άρα Η)ΡΞΗΙΡΞξτ-ςοξη 26 Ἔτι) που σηµαίνει ότι η 
ΟΡ είναι η διάµεσος του τραπεζίου Η.Η:Ο1Ο:, και έτσι το Οι βρίσκεται 
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στο µέσο του τμήματος Ο1Ο:, αφού λόγω της (2) είναι ΟιΡξηςτ-ς,. 
Άρα τα σηµεία Οι. Ο:,Ο: εἶναι συνευθειακά͵. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 
Αίνονται η 24 σηµεία στο επίπεδο τέτοια ώστε ανά τρία να µην 


είναι συνευθειακά. Αποζείζτε ὅτι υπάρχουν τουλάχιστον ἡ . ὴ κυρτά 


τετράπλευρα τῶν οποίων οἱ κορυφές είναι 4 από τα δεδοµένα σηµεία. 





Σχήµα 50 (1) Σχήµα 50 (11) 
(α) Θα πάρουμε πρώτα την περίπτωση πΞ5. Θα πρέπει να δείξουµε ότι 


— 2 

υπάρχει τουλάχιστον ι —— κυρτό τετράπλευρο. Αν 
υποθέσουμε ότι τα σηµεία A, Β, Ο ορίζουν το ελάχιστο κυρτό σύνολο 
που περιέχει και τα 5 σηµεία, τότε απὀ τα δύο εσωτερικά σηµεία D. Ε 
του τριγώνου διέρχεται µία ευθεία που αφήνει στο ίδιο ημιεπίπεδο 
τουλάχιστον δύο σηµεία. Ἑστω ὅτι αυτά είναι τα A, Β. Ορίζεται τότε 
ένα κυρτό τετράπλευρο ΑΒΡΕ, ὅπως φαίνεται στο σχήμα, γιατί 
διαφορετικά το ελάχιστο κυρτό σύνολο που περιέχει τα σηµεία Α. Β. Ὁ, 
Ε.θα ήταν ένα τρίγωνο (Σχήµα 50 ()), µε ἑνα απὀ τα σηµεία Α ή Β στο 
εσωτερικό του, Αυτό όµως είναι άτοπο, γιατί υποθέσαµε ότι τα σηµεία 
Α, B. ς ανήκουν στο ελάχιστο κυρτό σύνολο που περιέχει όλα τα 
σηµεία. 

(Ρ) Ας θεωρήσουμε τώρα ὅτι π25. Από κάθε µία πεντάδα του συνόλου 
των π σημείων, δημιουργείται ένα τουλάχιστον κυρτό τετράπλευρο, 


όπως είδαμε στην (α) περίπτωση, οπότε έχουµε τουλάχιστον — κυρτά 


τετράπλευρα. Κάθε τετράπλευρο σχετίζεται µε π--4 πεντάδες σημείων 
το πολύ, αφού υπάρχουν π--4 πιθανότητες για το πέμπτο σηµείο. 
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β] 

. 5 

Επομένως υπάρχουν τουλάχιστον - διαφορετικά κυρτά 
n — 

τετράπλευρα στο δεδομένο σύνολο τῶν π σημείων. Δηλαδή 


μι — — μες ως 


πα ])(α-2](α 2-3). 
60-(η--4):1:2 
Ε — 7 


60(0-4) 2 


— 29 —4 * 
πίη Ι)(η ο -θ ΗΕ εν. ίμε 
Π--4 η --4 η--4 


(1) 


Όμως 


διαίρεση). Όταν ῃ 2 5 τότε ας άρα 
Π — 
* 2 
—E — 
6θ(η -4) 
Απότις σχέσεις (1) και (2) συμπεραίνουμε ότι: 


Γι ον π --ὃ 
— 2 
μὴ 2 | 
ΠΡΟΡΛΗΛΜΛλό 


Να αποδείξετε ότι για όλους τους πραγματικούς αριθμούς Χιι Χε. 
γιι Y2 ἔιι ἆλ µεχισθ, κ, 20, Χιγι -ᾱἱ 30. Χγι -ᾱ3- 520 αληθεύει 


η ανισότητα: 
8 Ι 1 


(κι Ἑκι)(γι Ἓγ})-ίει Αλ} Χιπ Χο 22 
Να δώσετε ικανές και αναγκαίες συνθήκες για να ισχύει η ισότητα. 


Λύση 
Θέτουµε για συντομία: 
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Ὀι -Χιγι -2-, Ὀ) Ξ Χ2Υ2 22, Ὀ (κι κο) (γι -- γι) (σι οσο), (1) 


και παρατηρούμε ὅτι οι δεδομένες σχέσεις Ὁ, 50,κι 20 για 1Ξ1,2 δίνουν 
120. 


2 
Επίσης απὀ τις παραπάνω σχέσεις παίρνουμε; χι Ξ — i214.2. 
γι 
Η δεδομένη ανισότητα είναι ισοδύναμη µε την 
ο κο ή (Ρι:5Ὀ.:)Ώ35ΡιΌ.. (2) 


Ὀ, Ὦ, Ώ 
αφού όπως αποδεικνύουµε παρακάτω είναι 930. 
2 
Ὀθ (χι Γχο)ίγι Ἑγλ) (ει 21) 
ΞΧιΥι ΤΧ(}2 Τλ2ΥΙ ΕΧ2Υ2 -2ἱ 25,2, --τᾗ 
ΞΡιΥΒ, ΧΙ ΤΧ2Υι 22/21 





2 1 
ΞΡιΙ8, — * * — γι 22121 
2 


1 Υ2 γι 
Αντικαθιστώντας την Ὦ στην σχέση (3), παίρνουμε 


Ὀιγ. , Ὀλγι {Τι σαι 
ΞὈι D, ——4 γι 20 


2 
(D.DSFDVD.) 52 νΈ2χι «μη αο γι, 3880. 
γι }2 Ὑι 91 
και αφαιρώντας 4Ώ,Ὀ., και από τα δύο µέλη έχουμε: 
Όιν, D ἔ τω} 
(0, -D.FA (D.D. ——— (ΏΌι *D.) —— y1y2 24 Ό. (3) 
γι 2 ” ὁ 
Η σχέση (3) ισχύει γιατί, ο πρώτος και ο τρίτος όρος είναι µη αρνητικές 


ποσότητες, και ο μεσαίος όρος, µε την βοήθεια της ανισότητας αριθμητικού 
--γεώμετρικού µέσου Ὁι Ὀ: 2 ο ΓιΌ, .Ὑράφεται 


Ὀιγ} 2 2 —X -24/ΏιΌ. 
γι γ} ΥιΥ2 
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δηλαδή (Ώι «Ε. Ἱ ον νο, 
γι 2 


H ισότητα στη σχέση (3) ισχύει, τότε και µόνο τότε αν, Ὁι- Ὀ., 
νὰ και 2 ὈΧι 
γι 3 γι Υ} 

Η τρίτη ισότητα µε την βοήθεια της πρώτης µας δίνει γι Υ. και η 
δεύτερη δίνει Ζ/Ξ7,. Ἔτσι µε την βοήθεια της Ὁ, Ξ Ὁ., έχουµε χι Ξκ». 
Επομένως η ισότητα ισχύει, αν, και µόνο αν, Χι/Ξ Χα, ΥΞΥ2. ΖΞ 71. 


ο, 1, 
ὃν 8 70 
Ακ 
ση —— 
ΤΝ” 
23 Διεθνής Μαθηματική Ολυμπιάδα. 1910 
Τόπος Διοργάνώσης: Ουγγαρία Keszthely · Βουδαπέστη) 
Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: 6G. Hajos (Παν/μιο Βουδαπέστης) 
Συμμετοχή: Ι4 χώρες µε δ το πολύ µαθητές η καθεµία 
Νέες συμμετοχές: Αυστρία 
Μέγιστη Βαθμολογία: 40 βαθμοί ανά μαθητή 
Οι δ πρώτες χώρες: Ουγγαρία (233), Αν. Γερμανία και Σοῇ. 


Ένωση (3221). Γιουγκοσλαβία (09], 
Ρουμανία (208), Ηνωμένο Βασίλειο (150], 
Βουλγαρία και Τσεχοσλοβακία (145]. 


ΠΡΟΒΛΗΝΜΑ 1 

Ἔστω ΝΙ ένα σηµείο της π]ευράς ΛΕΒ, τριγώνου ΛΒΓ. Ἔστω τς τ. 
και τοι ακτίνες των εγγεγραμμένῶών κύκλῶν τῶν τριγώνων ΑΜΜΟ, ΕΜΟ 
και ABC. Foro 4.6, και q οι ακτίνες των παρεγγεγραμµένων κύκλων 


τῶν ἴδιων τριγώνῶν που βρίσκονται µέσα στη γωνία ACB. 


Αποζείξτε ότι ως 
οι 42 ϐ 


Λύση 
Στο σχήµα µε τον εγγεγραμμένο κύκλο µε κέντρο 1 και ακτίνα τκαιτον 
παρεγγεγραμμµένο κύκλο µε κέντρο Ε και ακτίνα q έχουμε: 
ΑΙ) ΞΒί -ςκαι Αν «ὓβςς 
(όπου ς το μήκος της πλευράς ΑΒ), Τώρα AU - σφ BU ισφ-. 
Α Β | ' 
οπότε οτε σφ- Τσφ-- |. Επίσης απὀ τα τρίγώνα ΑΕΝ και ΒΕΝ έχουµε 
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Σχήµα 5] 
ΑΝ 5 αεφ ον εφ .οπύτε «Ξ ο η] 


Α :) Α Ξ] 
Άρα τ ον οφ Ξ — ες και 


2 2 
ο ο ου... Ὁ 
Ξ * Ξεφ-- εφ (1). 
να — 
2 2 


Εφαρµόζουμε τα προηγούμενο αποτέλεσµα στους κύκλους των 
τριγώνων ΑΜΟ και ΜΟΒ του σχήματος 52. 





Σχήµα 52 
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Έχου ----Ξξ ερ --- ΕΦ —. 2 
χουμε . —— (2) 
ω  Β ΒΜΟ 
-ᾱ-Ξεφ---εφ (3) 
4; J 
Όμως ΣΒΜΟ -00”- ΣΑΜΟ, οπότε εφ Ξσφ -- 


Πολλαπλασιάζοντας τις παραπάνω σχέσεις (2) και (3) κατά µέλη λόγω 
καιτις (1) προκύπτει: 








αι 4, 2 2 2 2 πα ᾱ 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 


Έστω a, Ὦ και π ακέραιοι μεγαλύτεροι του 1 και ας υποθέσουμε ότι 
οι a και h είναι οἱ βάσεις δύο αριθμητικών συστηµάτῶών. Αι και Αι, 


είναι αριθµοί του συστήµατος µε βάση α και Β, ι και B, είναι αριθµοί 
του συστήµατος µε βάση b. Αυτοί σχετίζονται ὡς εξής: 


Α, - Χρ Χρ Xo⸗ Αρ -- Χρ Χμ-2 κ. ία, * 0 Χη-ι — 0) 
B.  ΧιΧαι' Χο B Ξ Χρ Χιλ Χρ 


Αποζείξτε ότι Άντι ςο-ι αν, και µόνο αν, αυ. 
Αν B. 
Λύση 
Θεωρούμε το πολυώνυµο Ρ(1)Ξ χμ κ, ἲ Εν Εκ κρ. Τότε 
Α, ΞΡ(α), B. - P(GB). Αιξ Ρ(α)-χμα"”. ΒιΞΡ(0)-- χο. Αυτό 
που πρέπει να αποδειχθεί είναι ότι; 
P(a)- χα" . Ρ(0)- κο” 
Ρ(α) Ρ(0) 


Η πρώτη ανισότητα γράφεται: 


5α»ῦ. 
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— Χα Ρ(α) Ρ(9) 
Ρ(α) Ρ(5) α” υ 
αφού κ, 20 ὡς ψηφίο αριθμού και κ, 0. 
Επομένως µετά τις διαιρέσεις παίρνουμε την ισοδύναµη προς την 
προηγούµενη ανίσωση 
κ. ο. — — « Χα Ἐτ Χη-ι το, — 
η οποία, αφού κ;ιθ, αληθεύει όταν α 5 b και είναι ψευδής όταν ας. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 
Οι πραγματικοί αριθμοί αρ. ἅγνιιιν Ἁρε... είναι τέτοιοι ώστε 


ἵπαρσαι σαν Sa, ς"'' 
Οι αριθμοί Ες, Ὀλνι ιν Όρων. καθορίζονται από τη σχέση 


υ - 8 — —3 
26 Ἆν γι 
ἡ Nau αποδείξετεότιθς η, «2 για όλους τους φυσικούς η. 
Π) Αν δοθεί αριθµός ε µε θςξςς2, να αποδείξετε ότι υπάρχουν 
αριθμοί αρ. γι... µετις παραπάνω ιδιότητες, τέτοιοι ώστε b 2ες 
για αρκετά µεγάλο η. 


Λύση 


()) Παρατηρούμε ότι νι ςι οπότε Ὁ, 20 για κάθε η φυσικό. 
ἃν 


Θέτουµε όπου ναι την τιµή αν. Τότε ο Κ-όρος του αθροίσματος Β, είναι: 


* 

— 1 αι πο ἡ -- 
2 2 2 
αι αι αι ας. αι 
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Έτσι έχουµε τις ανισότητα (αν θέσουμε ξανά A την τιµή αι ) 


{ι-δα ει κή-ᾱ--- στ) σος 


Προσθέτοντας αυτές τις ανισοτικές σχέσεις για ΚΞΊΙ,2,.ν.Π παίρνουμε 


(Π) Για τον δεδομένο ς µε Όςξςς2 θα αποδείξουμε την ὑπαρξη 
κατάλληλων αᾱ, κατασκευάζοντας αυτούς ὡς όρους µιας γεωμετρικής 
σειράς, 


του αθροίσματος Ὁ, γίνεται; 


—— e- Ξ(ι- 4΄]α". 
Ἆρα 


b. — — E 


Πρέπει να επιλέξουμε ἆ μεταξύ 0 και 1 έτσι ώστε να είναι δυνατόν να 
ισχύει 





ο, Ξ4(144){1-4")2ο για αρκετά µεγάλο η. 
Διαφορετικά, αν ἆ 1, η παραπάνω ανίσώση δεν είναι δυνατόν να 
ισχύει. Είναι αναγκαίο να έχουµε «2, αφού 413 4} τείνει στο 2 καθώς 
το ἆ --]. 


Αφού θςά ςἰ. lim (1-4 ]-ι καιτο |--ᾱ' είναι όσο θέλουμε κοντά 
η λε 


στο | για κατάλληλα µεγάλο n. Ειδικά |-” 5 





ς 
που αἶνει ότι 
4(1 4) * 


4(1--ἁ)[1--4")2ς για αρκετά µεγάλο η. 
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------...-ὃ-- τσ οσον πρ — — — — ————— — —— 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 
Βρείτε το σύνολο όλων των θετικών ακεραίων η για τους οποίους, 


το σύνολο {πη {Ε 1,η 42,143. n144. 45} µπορεί να χωριστεί σε δύο 


υποσύνολα, τέτοια ώστε το γινόμενο τῶν αριθμών του ενός συνόλου, να 
είναι ἴσο µε το γινόμενο τῶν αριθμών τον άλλου συνόλου. 


Λύση: 

Eoto Ἀξ{π,πτΈ],ῃ 2,1 13,Π14,Π 5} που αποτελείται απὀ 6 
διαδοχικούς θετικούς ακέραιους αριθμούς. 

Ας υποθέσουμε ὅτι το S µπορεί να χωριστεί σε δύο υποσύνολα 5, και 
Sa τέτοια ώστε τα γινόμενα αι. 8» τῶν στοιχείων τους να είναι ίσα. Τότε 


ᾱ, 5 ἃ- (πιο 7). (1) 


α) Παρατηρούμε ὅτι απὀ τους 6 διαδοχικούς ακεραίους, µόνο ένας το 
πολύ µπορεί να διαιρείται µε το 7. Αυτός θα ανήκει στο 5, ἡ στο 5, άρα 
ο. 

8 a⸗ 

Επομένως η (1) δεν ισχύει όταν στο 5 περιέχεται ακέραιος 
διαιρούµενος δια του 7. 

β) Έστω ότι κανείς απὀ τους 6 ακέραιους διαιρείται µε το 7 άρα 
αφήνουν υπόλοιπα 1,2.3,4,5 ή 6. 

Θα χρησιμοποιήσουμε δύο γεγονότα για τα παραπάνω υπόλοιπα της 
διαίρεσης µε το 7, 

(9) Για το γινόμενό τους ισχύει 615 --"(πιοά Τ]. 

Πράγματι 1:2:3:4:5.1651:2:3(-3)(-2)(-1)5Ξ(-36)Ξ --Ι(πιοά Τ) 
και (11) Η ισοτιμία κ΄ Ξ (mod7) δεν έχει λύση. 

Πράγματι Ι" ΞεΙ(πιοά 7}, 2’ κά (πιοά 1), 3” α2(πιοῦ Τ), 


4” κ. 2(πιοά Τ), 5” 5 4(πιοά Τ), 6” ΞΙ(πιοὰ 7). 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 


Ἔτο τετράεδρο ABCD. η γωνία BDC είναι ορθή. Ὑποθέτουμε ότι το 
ίχνος Η του ύψους από την κορυφή Ὦ στο τρίγωνο ABC είναι το 


ορθόκεντρο του τριγώνου αυτού. Αποδείξτε ότι (ΑΒ Β6 ΟΛΑ }’ ς 
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oAp⸗ BD ΟΡ” Για ποια τετράεδρα ισχύει η ισότητα: 


Λύση 





Σχήμα 53 


Πρώτα θα δείξουμε ὅτι όλες οι γωνίες των εδρών που έχουν κοινή 
κορυφή Ὀ είναι ορθές. 

Έχουμε ΡΗ | ΑΒΟ και (Ε | ΑΒ. 

Ἆρα, απὀ θεώρημα τριών καθέτων, ΟΕ ἰ ΑΒ. 

Επομένως ΑΒ ἰ ΡΕς, αφού είναι κάθετη στην CE και την DE. Ἆρα 
ΑΒ και Ὀς ορθογώνιες, Ακόμα CDLDB, οπότε Ὀς 1 ΡΒΑ. 


Ἆρα DCDA και αποδείξαµε ὅτι cha 20. 


Με αντίστοιχο τρόπο δείχνουμε ότι ΑΡΡΒ -ο05, 

Ας ονοµάσουµε τις ακμές του τετραέδρου: ἆαξ ΒΟ, b-AC, AB. 
ΡΞΑΡ, «ΞΒΏκαι 1- CD. Τότε α΄ 41ꝰ -αὖ. pꝰ τ΄ -υ”, ϱ) ꝰ -ς- 
οπότε 

aꝰ 4bꝰ ο) -2{ρ' ε.α” ετ7]. (1) 
θα αποδείξουμε ὅτι (ας ο ο)” 3’ αν eꝰ). η οποία µε τη 
βοήθεια της (1) θα µας δώσει την ζητούμενη ανισότητα. 

Η παραπάνω ανισότητα είναι ειδική περίπτωση της ανισότητας Caushy: 
(κα γο 2ο) κ (κὸ γ΄ 2) αἱ ο) ας} για κ ΥΞ2ΞΊ. 

Άρα έχουµε αι 5 a⸗ (πιοά 7) και προκύπτει ότι αι · aↄ Ξ af (πιο Τ). 


Όμως αι -ᾱ, είναι το γινόμενο όλων τῶν αριθμών του 5 και γνωρίζουμε 
ότι αμα» 6mod7) --Ι(πιοάΤ). 
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Άρα αἱ Ξ --Ι(πιοά 7) που δεν έχει λύση. 
Συμπεραίνουµε λοιπόν ότι το σύνολο 5 δεν µπορεί να χῶριστεί σε δύο 
υποσύνολα 5.5. για κανένα ακέραιο η, 


ΠΡΟΒΛΗΝΜΛό 

Σ” ένα επίπεδο υπάρχουν 100 σηµεία, ανά τρία µη συνευθειακά. 
Αποζείξτε ότι το πολύ O απὀ τα τρίγώνα που έχουν κορυφές αυτά τα 
σηµεία, είναι οξυγώνια τρίγώνα. 


Λύση 
Θα αποδείξουμε µε επαγωγή ότι αν Απ) είναι ο μεγαλύτερος αριθµός 


οξυγωνίωών τριγώνων που φτιάχνονται απὀ π σηµεία και ro] ο 


Α(π) 


συνολικός αριθµός τριγώνων, τότε ο τύπος Τ(η) µας δίνει µία όχι- 
η 


Α(5) 7 


Τ(5) 10᾽ 
Αη) 7 


Τ(π) 10’ 





αὐξουσα ακολουθία, η οποία για ηΞ 5 γίνεται 








Επομένως για π25 καιειδικάγια πΞΙ00, 


Ξεκινάμεγια ηΞ 4 σηµεία. 


——— 


Σχήµα 54 


Βι 


Περίπτωση 13: Ένα απὀ τα σηµεία βρίσκεται µέσα στο τρίγωνο που 
φτιάχνουν τα άλλα τρία (σχήµα 54]. Από τις τρεις γωνίες γύρω απὀ το 
σηµείο Β, δύο τουλάχιστον είναι αμβλείες αφού έχουν άθροισμα 3605, 

Άρα υπάρχουν δύο τουλάχιστον αμβλυγώνια τρίγώνα, και επομένως 
δύο το πολύ οξυγώνια τρίγώνα. 


Περίπτωση 2": Τα τέσσερα σηµεία φτιάχνουν ένα κυρτό τετράπλευρο 
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(σχήμα 50]. Αφού το άθροισµα τῶν γωνιών είναι 3605 τουλάχιστον µία απὀ 
αυτές είναι μεγαλύτερη ἡ ίση από 905, Σ' αυτή την περίπτωση 3 
τουλάχιστον απὀ τα 4 τρίγώνα µπορεί να είναι οξυγώνια. 


Α4) 3.75 
τ(4) 4 100 
Για πΞ 5 σηµεία. 
Ρ; 
Ρι 
Ρι 
Ρ, 
κ 3 Ρ 
Σχήµα 55 Σχήµα 56 


Περίπτωση 13: Η κυρτή θήκη πέντε σημείων Β,, Β., Βι. Βι. ς (δηλαδή 
το μικρότερο κυρτό σχήµα που τα περιέχει) είναι ένα τρίγωνο, ἑστω ΡΙ/Ρ.Ρ, 
και δύο σηµεία P. Pe βρίσκονται µέσα σ᾿ αυτό (σχήμα 56). 

Από την [ περίπτωση για ηΞ-4 έχουμε, ότι τουλάχιστον 4 τρίγωνα 
είναι µη οξυγώνια (δύο για το Β, και δύο για το Pe) και το πολύ 6 είναι 
οξυγώνια. 

5 Α(5) 6 

Το σύνολο τῶν τριγώνων είναι Τ(5) 5] ᾖ[Τξ10 άρα -------ς ----. 

* 5 : πο ν 

Περίπτωση 2": Η κυρτή θήκη είναι ένα τετράπλευρο, έστω ΡΡ.ΡΙΡ, 
και το Ες βρίσκεται µέσα (σχήµα 57). Τότε το Pe βρίσκεται µέσα σε δύο 


4 
απὀ τα β | Ξ4 τρίγωνα που κατασκευάζονται µε κορυφές τα ΕΙ. Β., Ες, Β, 


σηµεία. (Στο σχήµα 57 το Ες βρίσκεται µέσα στα ΒΡ.Ρ, και Ρ,Ρ.:Ρ, 
τρίγωνα). 

Όμως έχουµε αναφέρει στην περίπτωση α) για πΞ 4 σηµεία, υπάρχουν 
2 τουλάχιστον αμβλυγώνια τρίγωνα στην τετράδα σημείων P. Β,, P. Ῥς και 
2 τουλάχιστον στην τετράδα Β,, Β», P. Ρ. (σχήμα 57]. 
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Αυτά ὅμως έχουν ένα κοινό τρίγωνο το Β)ΡεΡι στο σχήµα µας, 
επομένως μπορούμε να έχουμε τουλάχιστον 3 αμβλυγώνια τρίγωνα µε 
κοινή κορυφή Ῥς. Επιπλέον µια απὀ τις γωνίες Ἑι, Β,. Βι. Θι πρέπει να είναι 
µεγαλύτερη ή ίση από 905 δίνοντας ακόµη ἑνα µη-οξυγώνιο τρίγωνο. 


Αί5). 5 
En 
— ο πο 
Ε. 
| η 
Ρ, Ρ Ρι 
Σχήµα 57 Σχήµα 558 


Περίπτώση 3": Τα σηµεία φτιάχνουν ένα κυρτό πεντάγωνο ΡΡ.ΡΙΡ/Ε.. 
Το άθροισμα τῶν γωνιών είναι 5405, έτσι τουλάχιστον δύο είναι µη οξείες, 
δίνοντας δύο µη-οξυγώνια τρίγωνα Ρ |ΡΒ.ι. Αν οι υπόλοιπες εσωτερικές 
γωνίες είναι οξείες, θα υπάρχουν δύο διαδοχικές, ἑστω Ρ, και Ρ, και µετην 
23 περίπτωση για π- 4 εφαρμοζόµενη στο τετράπλευρο ΒΙΡΡΙΒ, (σχήμα 
68), µία απὀ τις γωνίες ΡΡΙΡ, ἡ ΡΙΡΡ, δεν είναι οξεία, δίνοντας έτσι ένα 
σύνολο τριών µη οξυγώνιων τριγώνων. 

Έτσι σε κάθε περίπτώση πέντε σηµείῶών, τουλάχιστον 3 τρίγωνα είναι 


5 
µη οξυγώνια, άρα το πολύ 7 είναι οξυγώνια, απὀ το σύνολο μ ΞΙ0 


1 


τριγώνων που κατασκευάζονται. Δηλαδή -------- F 3* 


Με επαγωγή τώρα: 
α) Αποδείξαμε ότιγια πΞ 5 έχουµε Α(5) «τς. 


ϱ) Ὑποθέτουμε ὅτι α(α) 5 τς — και θα δείξουμε ῥὁὅτι 
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Αίας οτί). 

Από το σύνολο 5 των ΠΕ] σημείων παραλείπουµε κατά σειρά, το 
πρώτο, το δεύτερο ... το (η 341]-στό σηµείο και έτσι φτιάχνουμε η 
υποσύνολα από π στοιχεία το καθένα. Σημειώνουμε µε Βι τον αριθµό των 
οξυγωνίων τριγώνων, όταν παραλείπεται το τυχαίο Κ σηµείο. Από την 
υπόθεση της επαγωγής έχουµε B. ςαία) για κάθε Κ. Για να 
υπολογίσουμε τον συνολικό αριθµό Β οξυγωνίων τριγώνων, βρίσκουμε το 
άθροισμα Βι -Β. Έ. B M' αυτό τον τρόπο κάθε οξυγώνιο τρίγώνο 
μετριέται (η 41) -3Ξη --2 φορές. 





Ι 
Εδώ χρησιµοποιήσαμµε το γεγονός ὅτι J J' — Τ(π-ς!). 
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Τόπος Διοργάνώσης: Τσεχοσλοβακία (Ζιλίνα) 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: δι, Schwarz (Παν/μιο Μπρατισλάβας} 
Συμμετοχή: Ι5 χώρες µε δ το πολύ µαθητές η καθεμία 
Νέες συμμετοχές: Κούβα 

Μέγιστη Βαθμολογία: 42 βαθμοί ανά μαθητή 

Οι δ πρώτες χώρες: Ουγγαρία (255), Σοβ. Ένωση (205), Αν. 


Γερμανία (142) Πολωνία (118), Ρουμανία 
και Ηνωμένο Βασίλειο (1 10], Αυστρία (52], 
Γιουγκοσλαβία (71). 


ΠΡΟΒΛΗΝΙΑ 1 
Αν νι Ἁγν.ιιν ἃρ Είναι τυχαίοι πραγματικοί αριθµοί τότε: 
(αι --αγ)(αι αι) (αι -α,)(α) σαι λα, αι)". (8, -ᾱ,) αι 
(αρ -ar) ſa. 2) (ας -ᾱμ 20. 
Χα αποδείξετε ότι ϱ παραπάνω ισχυρισμός είναι αληθής για Ἡ- 3 
και ΠπΞ 5 και είναι ψευδής για κάθε άλλο φυσικό αριθµό η» 2. 
Λύση 
Άς σημειώσουμε µε Α,, την δεδομένη παράσταση. 
(i) Για π - 3 έχουµε 
Αι Ξ(αι-αγ)αι αι) (αρα). -ᾱι) (αν) (ὰν --ᾱ-) 


η οποία µετά απὀ πράξεις γίνεται 


Τσεχοσλοβακία (Ζιλένα) 
Ι 
Αι -σ](α — F *(682 24, (a. πα ο. 


Διαφορετικά, χωρίς βλάβη της γενικότητας λόγω συμμετρίας, μπορούμε να 
υποθέσουμε ότι ἃ, 24: 244 οπύτε θα έχουµε 
Ανξίαι, αμ.) (ας --ᾱχ) (αι )(α) αχ) (ὰι --ᾱι (ας --ᾱμ) 
ται --ᾱ, ία, 81) (4) --ᾱν *6 λίαν -ᾱ2) 
Ξ(4,-ᾱ2) ας αι) αμ) 20. 

(1) Για πΞ5 υποθέτουμε ότι 4: 2492492 8, 2ἃς και απὀ τους δύο 
πρώτους όρους του Ας βγάζουμε κοινό παράγοντα το αι -ᾱ, 20, οπότε 
αυτοί γίνονται: 

(αντ, (αι ο ΠΜ νο. | 

Η παράσταση στις αγκύλες είναι µη αρνητική, αφού 

ἃι ω a3 5 8» -ᾱ] 20 

ἃι σα 28 πα 20 

8, -ᾱς 28,-ς20,. 
Όμοια οι δύο τελευταίοι ὁροιτου Ας γράφονται: 
(ας ἃς (α ανα, λα αι) (αι ας λα) -ᾱς (ας --ἃς ) 8 
(a. -ἃς IG -ᾱς) (12 - as) ſaʒ -· a⸗)- (ar- ax)las -a)ſö-, )] 
και παρατηρούμε ὅτι και αυτή η παράσταση είναι µη αρνητική. 
Στον τρίτο όρο του Ας, που είναι ο (αι --αι (ας --α2)(α. --ᾱι)(ας --ᾱς), 


παρατηρούμε ὅτι οι δύο πρώτοι παράγοντες είναι µη θετικοί, ενώ οι δύο 
τελευταίοι µη αρνητικοί, οπότε ο όρος είναι τελικά µη αρνητικός, 
Άρα είναι Ας 20. 


(Π1) Για να δείξουμε ότι η δεδομένη σχέση είναι ψευδής για όλους τους 
άλλους φυσικούς π 22, αρκεί να δώσουμε παράδειγµα τέτοιο ώστε να µην 


ισχύει η σχέση. 
Αν ο η είναι περιττός μεγαλύτερος του 5, δίνουμε τις εξής τιµές; 
δι 242 s24 Ξ40 μα æ1. 422 58... τα, 82. 


Τότε A.-(-2 ) «ο. 
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Αν ο π είναι άρτιος, η παράσταση A, είναι ομογενής περιττού βαθμού 
αφού κάθε όρος της έχει π--Ἱ παράγοντες, 
Έτσι αν υποθέσουμε ὅτι οι αριθμοί αᾱ, αντικαθίστανται απὀ τους 


αντίθετούς τους, τότε το πρόσηµοτου Α;, αλλάζει: 
-ἱ 
A. {-αμ δρ αχ) Ξ(-1) Αν (αμαλι... δν) Αν (αμ82.... ἂν) 


που σηµαίνει ότι Α,, δεν είναι πάντα 20, 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

Θεωρούμε ένα κυρτό πολύεδρο ἙῬ. µε εννέα κορυφές 
Άι Άγνιιιν Ἀφ. Ἑστω Βι το πολύεδρο που δημιουργείται από το Βι µε 
µία µεταφορά Ἡη{ οποία µεταφέρει την κορυφή Αι στην 
Αι (15 2,3,... 9). Να αποδείξετε ότι τουλάχιστον δύο από τα πολύεδρα 
Ρι,. Βν....ν Po ἔχουν ένα κοινό εσωτερικό σηµείο. 


Λύση 
Άς θεωρήσουμε την κορυφή Αι ὡς αρχή ενός συστήµατος 
συντεταγμένων τριών διαστάσεων, και ας σημειώσουμε τα διανύσματα 


προς τις κορυφές Αι, µε αι, (1 —S 

Έστω Ὦ το πολύεδρο που προκύπτει απὀ το Β µε μεγέθυνση σε λόγο 
. που πραγματοποιείται αν αντικαταστήσουμε τα διανύσματα ἃ, με 24, 
(οµοιοθεσία µε λόγο 2:1]. 

Προφανώς το πολύεδρο Ὦ περιέχει το Ρι.. Ὑποστηρίζουμε ὅτι το D 
επίσης περιέχει όλα τα πολύεδρα Β,, Βι..... Ῥν. Πράγματι, ἑστω η, το 
διάνυσμα θέσης ενός σημείου Μι, και ἑστω η το διάνυσμα θέσης του 

Ι 


αντίστοιχου σημείου Μι του Β,. Τότε * 247 
Αφού αι, και τ είναι σηµεία του Ῥι και αφού το Βι είναι κυρτό 
πολύεδρο, το µέσο ία κη του τμήματος ΑΜ βρίσκεται επίσης στο Β.. 


Επομένως το Μι, βρίσκεται στο D. το οποίο αποδεικνύει τον ισχυρισμό 
μας. 
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Ο όγκος του Ὦ είναι δ φορές (οκταπλάσιος) του όγκου του ΒΙ. Συνεπώς 
το πολύεδρο Βι και οι 9 μεταφορές του, που περιέχονται στο Ὦ δεν 
μπορούν να έχουν όλα, αν θεωρηθούν ανά δύο, τα εσωτερικά τους ξένα 
μεταξύ τους, 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 
Να αποδείξετε ὅτι το σύνολο των ακεραίων του τύπου 


2" --3(κ -- 2.3...) περιέχει ένα µη πεπερασμένο υποσύνολο, στο οποίο 
κάθε δύο στοιχεία είναι σχετικά πρώτοι αριθμοί µεταξύτους, 

Λύση 

Θα δώσουμε έναν τρόπο κατασκενής ενός µη πεπερασµένου συνόλου 
ακεραίων του τύπου α. Ξ 25-31-12... καθενός σχετικά πρώτου µε 
όλους τους άλλους, 

Ας υποθέσουμε ὅτι έχουµε π σχετικά πρώτους αριθμούς αι 23: --3, 
81523 --ᾱ, .., ἂρΞ2 -3 (πχ. ἃιΞ2:-35-5, 4 Ξ2--35Ξ13 για 
η-2, Εδώ ΚιΞ23,Κ:Ξ4). Το γινόμενο 


«Ξ Π. 52 --)(21: --3)---(1”. --3) 


είναι περιττός, αφού γινόμενο περιττών είναι περιττός αριθµός. 

Ας θεωρήσουμε τώρα το σύνολο τῶν 51 αριθμών, 27.21.23... 2). 
Αφού όταν ένας ακέραιος διαιρεθεί µε ς, τα πιθανά υπόλοιπα είναι 0, 1. 2, 
εκ Σπ], τότε τουλάχιστον δύο απὀ τους παραπάνω 5 εἰ αριθμούς αφήνουν 
το ίδιο υπόλοιπο αν διαιρεθούν µε. 


Έτσι θα έχουµε 23 Ξ 2’ (πιοάς) και έστω 4208. 
Τότε 23 --2) --πις «» 2) ζω - - πῃ5, πι ακέραιος. 


Ο περιττός αριθµός 5 δεν διαιρεί το 2" άρα διαιρεί το 233 --Ι, άρα 
25.1 -- κ, 6 ακέραιος. 

Αφού 23" --Ι διαιρείται µε το 5 και ο 5 είναι περιττός τότε 230 --ᾱ 
είναι σχετικά πρώτος µε τον ». 

Αφού ο 2370 --3 είναι σχετικά πρώτος µε το γινόμενο 5, τότε είναι 
σχετικά πρώτος µε κάθε παράγοντα του γινομένου, 
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Έτσι κατασκευάσαµε άλλον έναν αριθµό του τύπου 2" --3 που έχει τις 
ιδιότητες του προβλήματος, 

Με αυτόν τον τρόπο οδηγούμαστε σε ἑνα µη πεπερασμένο υποσύνολο 
σχετικά πρώτων ακεραίων του τύπου 2” --ᾱ. 


ΠΡΟΒΛΗΝΜΑ 4 

Όλες οι έδρες ενός τετραέδρου ABCD είναι οξυγώνια τρίχώνα. 
Οεωρούμε όλες τις κλειστές πολυγωνικές γραμμές ΧΥΖΤΑΧ που 
καθορίζονται ὡς εξής: 

Το Χ είναι ένα σηµείο της ακµής ΑΒ διαφορετικό τῶν A, Β και 
αντίστοιχα τα Υ. 7. Ἐ είναι εσωτερικά σηµεία τῶν ακµών BC, CD. DA. 
Αποζείστε ότι; 


α) Αν ΡΑΕ ΡΒ(Ῥ 6ΡΛλ- ΛΒς, τότε μεταξύ των πολυγὠνικών 
γραμμών δεν υπάρχει καµία µε ελάχιστο μήκος, 


β) Αν ΡΑΒΙΡΕΡΞ(ΠΏΛ{ΑΒΕ, τότε υπάρχουν πολλές 
πολυγωνικές ραμµμές µε ελάχισο μήκος ο) όπου 


α- ΒΑΟΚΟΛΡΑΡΑΗ. 


Λύση 

Η γραµµή που θέλουμε να ελαχιστοποιήσουµε είναι η τεθλασμένη 
ΧΥΖΤΧ (σχήμα 59). 

Ας υποθέσουμε ότι κόβουμε το τετράεδρο κατά µήκος των ακµών ΒΡΕ, 
ΑΟ και DA και «ξαπλώνουµε» τα τρίγώνα BCD και ABD στο επίπεδο του 
τριγώνου ABC. Κατόπιν τοποθετούμε το τρίγώνο ACD δίπλα στο BCD στο 
ίδιο επίπεδο όπως φαίνεται στο σχήμα 60 και σημειώνουμε την πλευρά ΑΡ 
αριστερά µε AD, για καλύτερη κατανόηση του σχήματος, 
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Θεωρούμε την γραµµή ΧΥΖ. Αν δεν είναι ευθεία μπορούμε να την 
ελαχιστοποιήσουµε μετακινώντας το Υ στην τοµή Υ΄ του ΧΖ και της ΒΟ. 
Αυτό είναι πάντα δυνατό, αφού τα οξυγώνια τρίγωνα ΑΒΟ και ΒΟΡ, 
σχηματίζουν ἑνα κυρτό τετράπλευρο ΑΒΡΏ/Ο, έτσι ώστε οποιοδήποτε 
τµήµα απὀ ένα σηµείο της ΑΒ προς ένα σηµείο της («Ὦι τέμνει την 
διαγώνιο ΒΟ. Ο ίδιος ισχυρισμός ισχύει και για την γραµµή ΤΧΥ. 
Επομένως βλέπουμε ὅτι αν η γραµµή ΤΧΥΖΤ, δεν είναι ευθεία, µπορεί 
πάντα να ελαχιστοποιηθεί μετακινώντας κάποια σηµεία. 

α) Ας υποθέσουμε ότι η γραµµή ΤΧΥΖΤ, είναι ευθεία. Τότε οι γωνίες 
µε την ίδια αρίθµηση είναι ίσες. 

αΏς: 1 ἆ -π ΒέΡ τε - 

Έχουμε . και 

ΑιΌιος2γὓ-π ΏΛΒςΆγλ-π 


απ᾿ όπου παίρνουμε ΑΒΟΛΑΙΟ/ΟΞ ΒΟΡ,ΏΑΒ (στο σχήµα 60} η οποία 


αντιστοιχεί στην ΑΒΟ ΑΡΟ Ξ ΒΟΒΡ-ΏΑΒ (στο σχήµα 59). 
Αν η παραπάνω σχέση δεν ισχύει τότε η γραµµή ΤΧΥΖΤ, δεν είναι 
ευθεία και επομένως δεν ελαχιστοποιείται. 


β) Αν ισχύει ABCA-ADC- BCD.DAB η γραµµή ΤΧΥΖΤ, είναι 


ευθεία. Από την ιδιότητα ΑΤΧ “Ὀτ2.3 έχουµε ΑΡ/Ι Α,Ὀ, και αφού 
ΑΡΞ ΑΙΌι σηµαίνει ότι ΑΡΡΙ ΑΙ είναι παραλληλόγραμμο. Αφού η ευθεία 
γραµµή ΤΧΥΖΊ, αρχίζει απὀ το Τ στην ακµή AD και τελειώνει στο Τι ΞΤ 
στην ακμή ΑΙΒιΞΑΡΏ σηµαίνει ὅτι το ΑΤΤΑΙι (σχήµα 60) είναι 
παραλληλόγραμμο και ΤΧΥΖΤΞΑΑΙ. Στο ισοσκελές τρίγωνο ΟΑΑ, 
έχουµε ΑΑιΙΞ2Ας-:ηµ ἡ ο Ἡ όπου 


ἃ-- ΑΙΟΏ, «ΠΙΟΒΒΟΑ. 
Υπάρχουν λοιπόν πολλές τέτοιες γραµµές ΤΧΥΖΊΤ, /ΑΑ µε ελάχιστο 
μήκος. 
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ΠΡΟΒΛΗΝΙΑ 5 

Αποζείξτε ότι για κάθε φυσικό αριθµό πι, υπάρχει ἕνα πεπερασμένο 
σύνολο δ σηµείών στο επίπεδο µε την επόμενη ιδιότητα. Για κάθε 
σηµείο Α του ὃ, υπάρχουν ακριβώς πι σηµεία στο S, των οποίων η 
απύσταση από το A ισούται µε τη µονάδα. 


Λύση 
α) Κατασκευή του συνόλου 5. 
Με την βοήθεια πι µοναδιαίων διανυσμάτων του επιπέδου θα 


κατασκευάσουµε ένα σύνολο S αποτελούμενο απὀ 2" σηµεία και έχοντας 
την απαιτούμενη ιδιότητα του προβλήματος. Κατασκευάζουµε τα 


διανύσματα ũ - οιᾶι «ο,ῦ» Ε.Ε ομᾶμ, (1), όπου [ᾷ,] -- lI. -- 1, 2,.ν μπι και ο 
κάθε συντελεστής «, µπορεί να πάρει µία απὀ τις δύο τιµές - και — 


Μπορούμε έτσι να φτιάξουμε 2" τέτοια διανύσματα, των οποίων τα 
πέρατα αποτελούν το σύνολό µας S. 

Θεωρούμε τώρα ένα συγκεκριµένο διάνυσμα Ὁ του τύπου (1) που το 
τέλος του είναι Α και καθορίζσουµε πι διανύσματα Ὅι, Όλ,.... Ὁρ, ὅπου: 

οι * αι, * ΤΗ ** ο, —— οι, * ομιῦνηι *24 —— (2). 

Τα Ὁ, διανύσματα διαφέρουν απὀ το ὦ µόνο στον 1’ συντελεστή. Αν ο 
«ας ῃ ] ΄ .. * | ΄ 
i* συντελεστής του υ είναι 2 τότε του Ὁ, είναι --- και αντίστροφα. Αυτό 


σηµαίνει ότι õ -Ὁ, tũ 1Ξξ 2... Πα, άρα [0 --Ὅι|-1 δηλαδή η απόσταση 
του Ὁ, απὀ το Ὁ ισούται µε |. 

β) Περιορισμοί για τα πι μοναδιαία διανύσματα. 

Για να δείξουμε ὅτι, για κάθε ὐ υπάρχουν ακριβώς πι σηµεία του S µε 
απόσταση ] απὀ το Ὁ, πρέπει για το συγκεκριµένο Ὁ να δείξουµε ότι: 


() Τα πι διανύσματα Ὁ, που καθορίζονται απὀ την (2) είναι 
διαφορετικά μεταξύ τους και 


(ΜΗ) Κανένα άλλο διάνυσμα ν' του 5 έχει απόσταση ἶ απότο ὐ. 
Η προῦπόθεση (1) σηµαίνει ότι Ὁ, --ὕι 0 για ἰ ς 
Από την (2) έχουµε Ὁ,-ῦις-2ει-2ςᾷ που δείχνει ότι, αν 
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λος κωμική — — οἱ 


ῦ, --Ὁ,-0 τότε ἄ,, ἤ, είναι συγγραμµικά. Επομένως η προπόθεση (1) θα 
συμβαίνει όταν ανά δύο τα μοναδιαία διανύσματα ἵι, ἄ,,..., ἄμ, είναι µη 
συγγραμµικά (3). 

Η προῦπόθεση (1) λέει ότι | --Ό] ΕΙ για οποιοδήποτε εδ, το οποίο 
δεν είναι ένα απὀ τα πι διανύσματα που καθορίζονται από τη σχέση (2). 

Αφού όλα τα Ὁι διαφέρουν απὀ το ὦ σε ένα ακριβώς συντελεστή, 
σηµαίνει ότιτο κ’ διαφέρει από το ὕ τουλάχιστον σε δύο συντελεστές. 

Η προὔπόθεση (1) σηµαίνει ότι: 


Σἁι «ἂν 
κ-ὶ 


για όλους τους συντελεστές ἆ, ε{-ἶ,θ,1] όπου τουλάχιστον δύο ἆι «0. 
Επομένως μπορούμε να κατασκευάσουµε το ζητούμενο σύνολο 5, αν 
μπορούμε να πάρουµε ΠΠ μοναδιαία διανύσματα που να ικανοποιούν τις 
σχέσεις (3) και (4). 

γ) Με επαγωγή θα αποδείξουμε πως ικανοποιούνται οι απαιτήσεις (3) 
και (4). 

Για πι 2 παίρνουμε ένα μοναδιαίο διάνυσμα ἄι. 

Κατόπιν διαλέγουµε ένα άλλο μοναδιαίο διάνυσμα ἄ, που δεν είναι 
συγγραμμικό µε το ἤι (3), έτσι ώστε το τέλος του να µην είναι ένα απὀ τα 
τέσσερα σηµεία που ο µοναδιαίος κύκλος µε κέντρο Ο τέμνει τους 
µοναδιαίους κύκλους µε κέντρα τα πέρατα των ἄ, και --ὕι, Τώρα ἄν, ἄν» 
ικανοποιούν τις (3) και (4) προὔποθέσεις, 


ο 
ο Ψ 


Σχήμα 6] 


μα -Ὅ - Ξ|4,ἄ, - ἁλῖ, ---' dũal Ι (4) 








Ac υποθέσουμε ὅτι έχουμε πι-]Ι µοναδιαία διανύσματα 
μι ἄσνενιν ἅμρι που ικανοποιούν τις προὐποθέσεις (3) και (4). 


Αν ἵρ διαλεχτεί έτσι ώστε να διαφέρει απὀ οποιοδήποτε τῶν 
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πι] 

διανυσμάτων —R με 4,ε {-ἶ,θ,1], τότε η προὐπόθεση (3) 
(Ξἱ 

ικανοποιείται απο τα ἴμ χει ἅμ. Επιπλέον, αφού τα διανύσματα 


πι] 

ΞΞ ὃ ἁι .ἀε Cuo.i υπάρχουν, το διάνυσμα 5 Εμ έχει µήκος | 
135ἱ 

µόνο αν βρίσκεται σε µία απὀ τις τομές του µοναδιαίου κύκλου µε κέντρο 

το Ο και τῶν µοναδιαίων κύκλων µε κέντρα τα πέρατα τῶν 5. 

Αυτοί οι µοναδιαίοι κύκλοι έχουν το πολύ δύο κοινά σηµεία. Ἔτσι για 
κάθε 5, Ἡ,, μπορούμε να επιλέξουμε σηµείο ώστε 5 ἅρ, και 5-ᾱμ, να 
αποφεύγουν αυτές τις τοµές. Αυτό µπορεί να συμβεί γιατί απὀ τον 
μοναδιαίο κύκλο µε κέντρο Ο θα εξαιρεθεί πεπερασµένος αριθµός σημείων. 
Έτσι για το ἤ,, διαλέγουµε ὡς τέλος του, ένα απὀ τα υπόλοιπα σηµεία 
αυτού του κύκλου. 


ΠΡΟΒΛΗΝΙΛό 
Ἔστω ΑΞ[αμ] iIS νε. να. ένας τετραγὠνικός πίνακας, τα 


στοιχεία του οποίου είναι µη αρνητικοί ακέραιοι. Χα υποθέσετε ὅτι, 
οπουδήποτε ένα στοιχείο αμ είναι 0, το άθροισμα τῶν στοιχείων στην | 
γραµµή και στην | στήλη είναι μεγαλύτερο ἡ ίσο του π. Αποζείξτε ότι 
το άθροισμα όλων τῶν στοιχείων του πίνακα είναι μεγαλύτερο ἡ ίσο του 


2 


Λύση 


π 
Θεωρούμε τα αθροίσµατα των σειρών Κι; - Σα, (1 Ξ1.2,....π) καιτα 
Εἰ 


Π 
αθροίσµατα των στηλών 6, -λα, (1Ξ 1,2...  π). Σημειώνουμε µε Ρ το 


μικρότερο από αυτά τα αθροίσµατα, δηλαδή ῥ -- min (κ, πα. η. 
F 


Περίπτωση 1": Ὑποθέτουμε ότι p 2* Τότε το άθροισµα 5 όλων των 
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4 


στοιχείων του πίνακα είναι τουλάχιστον πρ2 ή — έτσι 5 2* και ο 


ισχυρισμός είναι σωστός. 
Περίπτωση 2): Ὑποθέτουμε ότι ρς — Εναλλάσσοντας γραµµές και 


στήλες και ξανατοποθετώντας στη σειρά τις γραμμές μπορούμε να 
υποθέσουμε ὅτι τα στοιχεία της πρώτης γραμμής έχουν άθροισμα ρ. Επίσης 
επανατοποθετώντας τις στήλες μπορούμε να ισχυριστούµε ὅτι τα πρώτα ᾳ 
στοιχεία στην πρώτη γραµµή είναι µη μηδενικά ενώ όλα τα άλλα στοιχεία 
της πρώτης γραμμής είναι 0. 

Από την υπόθεση, το άθροισμα των στοιχείων σε καθεµία από τις π--α 
στήλες που ξεκινούν από 0 συν το άθροισμα p των στοιχείων της πρώτης 
γραμμής είναι 2η. 

Επομένως το άθροισμα των στοιχείων σε καθεµία απ᾿ αυτές τις στήλες 
είναι 2η ”-Ρ. Αφού υπάρχουν π--ᾷ τέτοιες στήλες το άθροισμα όλων των 
στοιχείων σ᾿ αυτές είναι 2(1--Ρ)(η--ᾳ). Το άθροισμα όλων των στοιχείων 
στις πρώτες q στήλες είναι τουλάχιστον pq. Ἆρα το άθροισμα 5 όλων των 
στοιχείων του πίνακα ικανοποιεί τη σχέση: 


5Σ(η-Ρ)(π--ᾳ)ρᾳ- π΄ --πρ--πρ-2ρα - 
ο αἱ ὦ 
— {- --(η --3 ον 
ον Τσ(α-2ρ)(η --24) 

Από την υπόθεση έχουµε ρε άρα π--2ρ20.,. Ακόμα as J γιατί αν 


περισσότερα από σ στοιχεία της πρώτης γραμμής ήταν θετικοί ακέραιοι, το 


2 
ἀθροισµά τους p θα ήταν .». Επομένως ῃ- 2020 και 5 2* σ᾿ όλες τις 
περιπτώσεις. 


χα 
κ αμα ν 
ν.ή 
* . ΜΑ 


ο δν 
ο 
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Τόπος Διοργάνωώσης: Πολωνία (Τορούν) 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: 5. Balcerzyk (Παν/μιο Τορούν) 
Συμμετοχή: 14 χώρες µε δ το πολύ µαθητές η καθεµία 
Νέες Συμμετοχές: * 

Μέγιστη Βαθμολογία: 40 βαθμοί ανά µαθητή 

Τελική Βαθμολογία: Σοβ. Ένωση (270), Ουγγαρία (263), Αν, 


Γερμανία (339), Ρουμανία (206), Ηνωμένο 
Βασίλειο 179], Πολωνία (160], 
Γιουγκοσλαβία και Αυστρία (136). 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 

Χα αποδείξετε ὅτι απὀ ένα σύνολο δέκα διαφορετικών διψήφιων 
αριθμών (στο δεκαδικό σύστημα), είναι δυνατόν να επιλέξουμε δύο 
υποσύνολα ξένα μεταξύ τους, τῶν οποίὠν τα στοιχεία να έχουν το ίδιο 
άθροισμα. 


Λύση 

Καταρχήν σημειώνουμε ότι, αν 5-Ξ [αι α.. ..., αι} εἶναι ένα σύνολο µε 
η στοιχεία. τότε ο αριθμός των υποσυνόλων του είναι 2". Ἐπομένως ο 
αριθµός των υποσυνόλων ενός συνόλου 5 µε 10 στοιχεία είναι 213 -- 1024. 

Στο σύνολο µε τα 10 στοιχεία που είναι διψήφιοι αριθμοί, το άθροισµα 
των στοιχείων σε οποιοδήποτε υποσύνολό του θα είναι μικρότερο ἡ ἰσο του 
10 «95 - 990. Ακριβέστερα, το µεγαλύτερο δυνατό άθροισµα είναι 

ϱ0 985... 91 --οῦ- 945. 
Παρατηρούμε ότι έχουµε συνολικά 945 δυνατά αθροίσµατα στοιχείων 


των υποσυνόλων του », αν εξαιρέσουμε το κενό σύνολο, ενώ το πλήθος των 
υποσυνόλων είναι 1024. Ἐπομένως, σύμφωνα µε τη αρχή της 
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περιστεροφωλιάς τουλάχιστον δύο διαφορετικά υποσύνολα δι, 51 θα έχουν 
το ίδιο άθροισµα στοιχείων. 

Αν τα υποσύνολα 5, 51 είναι ξένα μεταξύ τους, τότε αυτά αποτελούν 
τη λύση του προβλήματος. Αν είναι δι Ω 524 ῶ, τότε αφαιρούμε από τα δι, 
Sa ta κοινά τοὺς στοιχεία, οπότε προκύπτουν υποσύνολα 51, 52 που είναι 
ξένα μεταξύ τους και έχουν το ίδιο άθροισµα στοιχείων. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

Χα αποδείξετε ότι, αν π 2 4. κάθε τετράπλευρο εγγράψιµο σε κύκλο, 
µπορεί να διαιρεθεί σε π τετράπλευρα καθένα απὀ τα οποία είναι 
εγγράψιµο σε κύκλο. 


Λύση 


Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 

1) Έστω ΑΒΕ/ Δ ένα εγγράψιµο τετράπλευρο, του οποίου η μικρότερη 
γωνία είναι η Α. Θεωρούμε τυχόν σηµείο P στο εσώὠτερικό του 
τετραπλεύρου και φέρουμε τις ΡΕ || ΑΒ, Ρ7 ] ΑΛ. Σχετικά µε το διπλανό 
σχήμα, αν το Ρ είναι αρκετά κοντά στο Α, το Ἐ θα βρίσκεται στο 
ευθύγραμμο τµήµα ΒΓ ενώ το Ζ θα βρίσκεται στο ευθύγραμμο τµήµα ΓΔ. 
Φέρουμε καιτις ΡΗ, ΡΘ έτσι ώστε ΡΘΔ Ξξ ΑΔ καιΡρΗηΗ Ξ Β. Επειδή ΒΑ, 
το H θα βρίσκεται μεταξύ Α και Β και ομοίως το Θ θα βρίσκεται μεταξύ 
των Α και A. 

Το τετράπλευρο ΡΕΓΖ είναι εγγράψιµο, γιατί έχει τις γωνίες του µία 
προς µία ίσες µε τις γωὠνίες του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ. Το τετράπλευρο 
ΑΗΡΘ είναι εγγράψιµο, γιατί 


ΑΗΡ ΑΕ ΑΘΡ Ξ (1503 - Β) (1505 -Δ)Ξ360ὔ -(Β -- Δ)Ξ 150”. 


Τα τετράπλευρα ΡΗΒΕ., ΡΖΑΔΘ είναι εγγράψιµα, γιατί είναι ισοσκελή 
τραπέζια. 

Επομένως έχουμε υποδιαιρέσει το τετράπλευρο ΑΒΓΑ σε τέσσερα 
εγγράψιµα τετράπλευρα. Είναι δυνατόν να υποδιαιρέσουµε το ΑΒΓΔ σε 
περισσότερα εγγράψιµα τετράπλευρα, αν για παράδειγµα σε κάποιο απὀ τα 
ισοσκελή τραπέζια φέρουμε ευθύγραμμα τµήµατα παράλληλα προς τις 
βάσεις του. 
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π) Ἔστα ΑΒΓΑ ένα εγγράψιµο τετράπλευρο, του οποίου οἱ μικρότερες 
γωνίες είναι δύο, Αν είναι ΑΞ Β ἡ Α Ξ Δ οι δύο μικρότερες γωνίες, τότε το 
εγγράψιµο τετράπλευρο ΑΒΓΑ εἶναι ισοσκελές τραπέζιο και το πρόβλημα 
επιλύεται µε παράλληλα τμήματα προς τις βάσεις του (Σχ 63 (Ώ) 


Σχήµα 62 (0, Σχήμα 63 (1) 


Αν είναι Α Ξ ΤΕ οι δύο μικρότερες γωνίες του, τότε Α Ξ Γ 5 90”. Στην 
περίπτωση αυτή όμως θᾳ εἶναι Β 4 Δ Ξ 180”, οπότε η µόνη δυνατή 


περίπτωση είναι να έχουμε και Βϐ Ξ- Α Ξ 905 οπότε το ΑΒΓΑ είναι 
ορθογώνιο και το πρόβλημα επιλύεται εὐκολα. Διαφορετικά µία απὀ τις 


γωνίες Β, Δ θα ήταν μικρότερη των 905 (άτοπο). 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 
Ἔστω m και π είναι τυχαίοι µη αρνητικοί ακέραιοι. Να αποδείξετε 
ότι ο αριθµός 


(2πι) (2η)! 
Πα η (ΠΠ ΓΗ}! 
είναι ακέραιος, (Δίνεται ότι 01 -- 1). 
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Λύση 


2η! 2m 
Αν είναι π Ξ 0, τότε π! Ξ 1 και ο αριθµός γίνεται ος Ξ ο | και 
είναι ακέραιος, για κάθε m µη αρνητικό ακέραιο, 
Αν είναι η 5 0, τότε γράφουμε δ 
.. ἆπι)! (2Η)! 
X mn!iim *5)! ο. 
και παρατηρούμε ὅτι 
2πι]! (ὸῃ - 2]! 
[ . * -- -- — -- Ὁ 
ου ΙΙΙ (η - ΕΤ) (πι π- 1}! 
2 2]! 29 
in.41n-Y⸗ ——— 


(πι *—D (πι επ}! 
οπότε λαμβάνουμε την αναδρομική σχέση 
Γίπι, η) Ξ 4Γ (πι, ῃ - 1) - Επι ΕΤ, η - 1) (2) 

Θα χρησιμοποιήσουμε, µέσω της (2), τη μέθοδο της μαθηματικής 
επαγωγής. Έχουμε ήδη αποδείξει, ότι για π 5Ξ 0, ο αριθµός ſim, 0) εἶναι 
ακέραιος για κάθε µη αρνητικό ακέραιο m. Αν υποθέσουμε ότι ο αριθµός 
[ίπι, η - 1) εἶναι ακέραιος για κάθε µη αρνητικό ακέραιο πι, τότε απὀ τη 
αναδρομική σχέση (2) προκύπτει ότι και ο αριθµός [πι , π) είναι ακέραιος 
για κάθε µη αρνητικό ακέραιο πι. 

Επομένως, ο αριθµός fim, n) είναι ακέραιος, για όλους τους m και η µη 
αρνητικούς ακέραιους, 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 


Χα βρεθούν όλες οι λύσεις (Χιν Χὲν XX. Χάι χε) του συστήµατος των 
ανισοτήτων 


(κ! --Χικς) (ῇ --χικς) «0 
(κο --χρχι) (1 --χιχι) 50 
(κῇ --χεχι) (κἆ --χεκ)) «0. (3) 
(κα --Χι χι) (Χξ --χιχι) 50 
(κξ --χακη) (ΧΙ --χιχι) «0 


όπου Χιν X. X. Χαν Χς. Είναι θετικοί πραγματικοί αριθμοί, 
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Λύση 

Κάθε ανίσωση του συστήµατος (Σ} είναι της µορφής 

(χᾖ X2 XX —8 2 x ς 0, (1) 
όπου οι δείκτες θεωρούνται modulo 5, δηλαδή ΧιιςΞ χι. 

Αν εκτελέσουµε τις πράξεις στο αριστερό µέλος της (1) και 
προσθέσουμε κατά µέλη τις πέντε ανισότητες του (Σ), για l, 2, 3, 4, 5 θα 
λάβουμε 

Ι0 όρους της µορφής χῇ χή, {| 
5 όρους της µορφής - κι χι Χμ2 και 
5 όρους της µορφής · x Χρ Χια, 


οι οποίοι τελικά δίνουν 
ς 


8 *X2 x τή, -Χη2 x ς 0 
.. 1 


5 
2 3* [ίχι Χο] - Χι Χι1]2 χμ Χιοι - Χιι Χμν): | «0 
(51 


απὀ την οποία έπεται ὅτι 


| Χι ΧΙ - ΧιΧιΞ0 


* 2, 3. * 
Χιι Χι XxXxäO— κ. *8 


ἠἡ ισοδύναμα ΧΙΞΧΟΞΧΙΞΧΙΞΧς, 
Επομένως κάθε πεντάδα (χι, Χο, Χι, Χα, Χς)ξίς,ς,ς,ς, ϱ), ὅπους 
θετικός πραγματικός αριθμός είναι λύση του (5). 


ΠΡΟΒΛΗΝΑ 5 
Ἔστω Γκαι ρ είναι πραγματικές συναρτήσεις που ορίζονται για όλες 
τις πραγματικές τιµές τῶν χ και ν και ικανοποιούν την εξίσωση 


Γκ ν) Εκ - ν) 5 2Η(κ)ρίν) 


για κάθε κ, y. Να αποδείξετε ότι, αν η Γκ) δεν είναι η μηδενική 
συνάρτηση και αν [(κ)] «ἶ για κάθε κ, τότε [ρ(γ) ς 1 για κάθε y. 


Λύση (1 τρόπος) 

Επειδή (κ) ς 1 για κάθε κ ε R. η συνάρτηση |ῆ είναι φραγµένη, οπότε 
έχει ελάχιστο άνω φράγμα, ἑστω Μ, συμβολικά Μ - ουρ]χ) ή 
Μ — ΙΧ]. Επιπλέον θα είναι Μ 5 0, αφού η ΓΕ δεν είναι η μηδενική 
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συνάρτηση. 

Υποθέτουμε ότι η ανισότητα [β(γ)} ς 1, για κάθε Υ ε R., δεν ισχύει, 
οπότε θα υπάρχει γο ε Κ τέτοιο ώστε |ρ(νο)! 5 1. 

Χρησιμοποιώντας την εξίσωση του προβλήματος και την τριγωνική 
ανισότητα λαμβάνουμε 


2 Ι(κ)ὴ ἱβίγο)ὶ Ξ [κ -- γο) «Εκ - γο)) 
ς [κ -- νο) Εκ -νο]ς2Μ. 
Επομένως —— 
[ 
[(κ)| ς« τ----τ — F 


που είναι άτοπο, γιατίτο Μ είναι το ελάχιστο ἀνω φράγμα της ix). 
Επομένως, θα είναι |ϱ(γ)]« 1 για κάθενγ εἷ. 


τπτ Μ. για κάθεκχ xc R. (αφού |ρ(γο) 5 1) 


2" "τρόπος 
Επειδή η Γδεν είναι μηδενική συνάρτηση, υπάρχει α ε Ἡ τέτοιος ώστε 
{α) -- 0. Θέτουµε στη δοθείσα εξίσωση κ Ξ- α my, π εὖ οπύτε 
λαμβάνουμε τελικά 
Πατ (αγ) - Σα ηγ)ε(Υ) Πα τα 99930 (1) 
Αν θεωρήσουμε το y σταθερό και συµβολίσουµε το [α -πγ) µε ἔ,, 
τότε από την (1) προκύπτει η εξίσωση διαφορών 


[πο] - 2ρ[η Φ{.1Ξ0, (3) 
η οποία έχει λύσεις της µορφής 
[Ξ Όι τι) 1. Ὀσ2, (3) 


υπό τον όρο ότι οι ρίζες τι, Ὦ τῆς αντίστοιχης χαρακτηριστικής εξίσωσης 
ϱ -2µτ- 1 Ξ0 είναι διαφορετικές μεταξύ τους. Εδώ είναι 


28* - 05 ρ-νϱ - Ι 


και είναι διαφορετικές μεταξύτους,αν αγ { 1. 
Αν υποθέσουμε ὅτι ισχύει ρίγα) 5» Ίγια κάποιο Ὑᾳς τότε απὀ τα 
παραπάνω για Υ Ξ γῳ προκύπτει ότι τι Σ 1 και lim τι” --σο οπότε: 


ο Ανδι-0,η συνάρτηση {ι γίνεται µη φραγµένη καθώς ῃΠ --» «οσο, που 
είναι αντίθετο προς την υπόθεση, Ι(κ)ς 1 γιακάθεχ εἰκ. 


9» ΑνδιΞ0,τότε Ὁ) κ 0 (αφού Πα) -- ba κ 0). Επειδή τι; Ξ 1, θα 
ισχύει 0 «τ; « Ι. Τότε ὅμως από την εξίσωση (3) προκύπτει, ότι η 
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συνάρτηση {, είναι µη φραγμένη καθώς η -» - ο, που είναι πάλι 
αντίθετο προς την υπόθεση (κ) 1 γιακάθεχ εἷκ. 


Οµοίῶς καταλήγουμε σε άτοπο, αν υποθέσουμε ότι ισχύει ρίνα) « -ἰ για 
κάποιο γᾳ. 
Άρα θα είναι ἱρίγ)]ς Ἱ γιακάθεγ εἶ. 


Παρατήρηση | 

Και οι δύο λύσεις εξακολουθούν να ισχύουν, αν η υπόθεση Ιάχὴ ς 1 
για κάθε κ ε Κ., αντικατασταθεί απὀ την υπόθεση [έ(χ)ς Β για κάθεκ εξ. 
όπου Β είναι οποιαδήποτε θετική σταθερά. Ο λόγος είναι ότι και στις δύο 


λύσεις χρησιμοποιήθηκε µόνο η υπόθεση του φραγμµένου για την 8. 


Παρατήρηση 2 
Για αυτούς που γνωρίζουν Λογισμό Συναρτήσεων µιας μεταβλητής, 
πρέπει να σημειώσουμε ὅτι µε την πρόσθετη υπόθεση ὅτι η συνάρτηση ϱρ 
είναι δύο φορές παραγωγίσιµη σε κάποιο διάστηµα που περιέχει το ϐ, 
μπορούν να αποδείξουν ότι η συνάρτηση Ε είναι δύο φορές παραγωγίσιµη 
στο Ἱ και ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση 
Γ π)5ρθήκ) (4) 


Αν ήταν ρ "(ϱ) 320, καμία µη τετριμµµένη λύση της (4) δεν είναι 
φραγµένη. Επομένως ᾳ "'(0) «0, οπότε η (4) έχειτη γενική λύση 
ἠχ)- Α ημίαχ -θ), όπονα- γ- ρ (ο), 
από την οποία μπορούμε να συµπεράνουμµε ὅτι ρ(γ)-- συναγ. 


Παρατήρηση 3 

Παρατηρούμε ότι η εξίσωση διαφορών (2) ικανοποιείται απὀ τις 
συναρτήσεις {συν ΙΧ, g ⸗ συνχ. Αυτό µπορεί να επαληθευτεί εὐκολα µε 
μετατροπή τῶν συναρτήσεων 

ει - συνίηχ ᷣJ 9 μοι - συνί(πχ . χ) 

σε αθροίσµατα. Με fo Ἱ, ἔΞξ Ε, τότε η αναδρομική σχέση (2) παράγει 

τις συναρτήσεις 
ἔιςξ- (2 2βΐι Ξ συνηχ, ΠΞ 2,1... 

ως πολυώνυµα μεταβλητής g — συνχ. Τα πολυώνυµα αυτά ονομάζονται 

πολυώνυµατου Chebyshev και έχουν σημαντικές εφαρμογές, 
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ΠΡΟΡΛΗΜΛλό 
Δίνονται τέσσερα διαφορετικά παράλληλα επίπεδα. Να αποδείξετε 
ότι υπάρχει κανονικό τετράεδρο που έχει µία κορυφή σε κάθε επίπεδο. 


Λύση 

Συµβολίζουµε µε Πα, Πι, Πο, I τα τέσσερα επίπεδα υποδηλώνοντας 
έτσι και τη σειρά τους στο χώρο, Ἑστω ἆ, είναι η απόσταση του επιπέδου 
Πρ από το επίπεδο ΠΠ, 1Ξξ 1. 2, 3. 

Θα λύσουμε το πρόβλημα θεωρώντας ένα κανονικό τετράεδρο Βῃ 
PrPaP πλευράς μήκους l και παράλληλα επίπεδα Πρ, Πῃι, Π:, Π: που 
περνάνε από τις κορυφές του, έτσι ώστε 

) οι κορυφές Ρι, Β2, Ρινα βρίσκονται στον ίδιο ηµίχωρο ὡς προς το 

επίπεδο Πρ 

Π) οι αποστάσεις ἆ; τῶν επιπέδων ΠΠ, ἰΞξ 1, 2, 3 απὀ το επίπεδο Πο να 

ικανοποιούν τις ισότητες: 


ττλκο ἆμωι (1) 


Η προηγούµενη θεώρηση µπορεί να γίνει γιατί όταν το πρόβλημα 
επιλυθεί έτσι, είναι δυνατόν µε µία περιστροφή να επιτύχουμε Πρ |!) Πα και 


τότε µε ένα μετασχηματισμό οµοιοθεσίας, (διαστολής ή συστολής) µε τον 


παράγοντα --', να καταλήξουμε στην επίλυση του αρχικού προβλήματος. 


F 

Είναι κατάλληλο να τοποθετήσουµε το σηµείο Ῥῃ στο επίπεδο Πο και 
να θεωρήσουμε το Po ὡς αρχή ενός συστήµατος συντεταγμένων στο χώρο, 
έστω (Β,, Γι, Τ, Γι). ὅπου Β08ι Ξ τι, Ῥρβ) ξ ), ΡηΡι Ξ τι. Θα προσδιορίσουμε 
τα επίπεδα ΠΠ; βρίσκοντας το μοναδιαίο κάθετο διάνυσµά τους Ν. Επειδή το 
X είναι μοναδιαίο και κάθετο προς τα επίπεδα I και PSIIP, η απόσταση 
των επιπέδων Πρ και Τ: θα είναι 

ὥ-π.Ν, 

όπου η. X συμβολίζει το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων τ και 

Ν. Επομένως οι εξισώσεις (1) μπορούν να γραφούν 


ᾱι ἆ; ιν  Ὁ 
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όπου οι συντεταγμένες {(8,, ὃι, 6) τῶν µοναδιαίων διανυσμάτων τ, είναι 
γνωστές, ενώ οι συντεταγμένες (Χ, y, 7) του µοναδιαίου καθέτου 
διανύσματος Ν πρέπει να προσδιορισθούν. 


Οι εξισώσεις (2) είναι ισοδύναμες µε το οµογενές γραμμικό σύστημα 
δύο εξισώσεων 


αιχ -βιγ ΕΥΙΖΞΟ 


αικ “βγ «γ2Ξ0. (3) 
όπου 
κ. 3 — γαλ ο 
τὰ ἀν ι ἆ; 4ι ἆ; 
ον νο ο μμ 


τα αν πα F 


Το ομογενές σύστηµα (3) έχει µία τουλάχιστον µη μηδενική λύση {(κ. y. 
7). Το συμπέρασμα αυτό είναι µία ειδική περίπτωση του γενικού 
θεωρήματος, που λέει ότι ένα ομογενές γραμμικό σύστηµα ῃ -- | εξισώσεων 
και η αγνώστων έχει µία τουλάχιστον µη μηδενική λύση και µπορεί να 
αποδειχθεί µε απαλοιφή και επαγωγή ὡς προς η. 
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Τόπος Διοργάνώσης: Σοβιετική Ένωση (Μόσχα) 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: V. Ίνα Γπκονήενις (Παν/μιο Μόσχας) 
Συμμετοχή: Ι6 χώρες µε δ το πολύ µαθητές η καθεµία 
Νέες Συμμετοχές: -- 

Ν]έγιστη Βαθμολογία: 40 βαθμοί ανά µαθητή 

Τελική Βαθμολογία: Σ0β. Ένωση (254), Ουγγαρία (215), Αν, 


Γερμανία (158), Πολωνία (174), Ηνωμένο 
Βασίλειο (164), Γαλλία (153), Τσεχοσλο- 
βακία (149], Ρουμανία (2061. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 


Το σηµείο Ο βρίσκεται σε ευθεία g. Τα διανύσματα ΟΡΙ. ΟΡ... ΟΡ, 
είναι μοναδιαία και τέτοια ώστε τα σηµεία Ρι, Β., ..., ὃν να βρίσκονται 
σε ἑνα επίπεδο ἩΗ που περιέχει την ευθεία ρ και στο ένα από τα δύο η- 
µιεπίπεδα που ορίζει η ρ επίτου Π. Αν είναι ο π περιττός, να αποδείξετε 
ότι 


Ι0Ρι ΟΡ). ΟΡ 21. 


[Εδώ µε |ΟΡΙ συμβολίζουμε το μέτρο του διανύσματος ΟΡ.] 


Λύση 
Θα λύσουμε την άσκηση µε επαγωγή ὣς προς το π. Θα χρησιμοποιή- 
σουµε ὁμῶς την ακόλουθη βοηθητική πρόταση: 


οφ 


--φ 
Φ ή ΄ π Φ 
Λήμμα: Αντ γωνία τῶν διανυσμάτων αμ καιυ είναιθς 5, τότε 
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—— — — — — οριδτική Ένωση (Μόσχα). 


Για ν[» ſa και [ω α ν]»[ν]. 
Απόὂειξη: κ 
Έχουμε ſu κυβθ(α κ υ) (αυ) 
Ξ[υμΦ[υβα2υυ 
Ξ[υβ ος [μρ-- 2]μ[[ν] συνθ 
»|[αβ, αφού0ς συνθς |. 
Ομοίως, έχουµε καιτην ανίσωση 


— — —“ 
ſu *vß2 vß. 





Σχήµα 64 


ο θα α χρησιμοποιήσουμε επίσης ότι το άθροισμα υ * υ δύο διανυσμάτων 
u και υ βρίσκεται µέσα στη γωνία τῶν α και υ, όπως φαίνεται εύκολα απὀ 


τον κανόνα του παραλληλογράμμου. 

Αριθμούμε τα σηµεία Βι, έτσι ώστε να τα συναντάµε µε αύξουσα σειρά 
στο δείκτη τους καθώς κινούµεθα στο μοναδιαίο ημικύκλιο (Σχ, 65) κατά τη 
θετική φορά. αλ ο ο.» Μα 

Θέτουμε ΟΡ;Ξ u καιΟΡι ΟΡ). Ε ΟΡιξι, δηλαδή 


— 
Ξευι Ευ) *. * αμ. 


Θα δείξουμε ότι, αν η περιττός, τότε είναι lul 2 1. 
Για 1, είναι ul S ]μι]Ξ 1, οπότε το ζητούμενο αληθεύει. 
Ἔστω ισχύει το ζητούμενο για η -- 2κ - 1, δηλαδή ισχύει 


ο. — -- — 
v — uꝛr  ὔ1 τε, σκι] 21 


Επιπλέον το διάνυσμα v θα βρίσκεται μεταξύ των ΟΡΙ και ΟΡ... δη- 
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λαδή µέσα στη γωνία POPM- 

Οεωρούμετώραη ϱ 1 - ὂκτ 1] διανύσματα, ὁπωῶς παραπάνω, και θέ- 
τουµε: 
— — — — — — — — — — — — —“ —⸗ 
v Ξξ 2 3-2 Ε.Ε Όλες, ΝΞ 1 Ε Ὀλκιι,  οπύτευ ξυ W αι 2 . 


— — — 0 


Θα είναι w Ξ 0, µόνον όταν οἱ Ξξ - Όχκει, δηλαδή όταν τα αι 
βρίσκονται πάνω στην ευθεία ϱ µε αντίθεη φορά. Τότε ὁμως 
αἱ {0 κ] Ξξ[υ[2 1, απὀ την υπόθεση της επαγωγής. 

Αν είναι τι  -ἅι, τότε το διάνυσμα νν θα έχει τη διεύθυνση της δι- 


χοτόµου της γωνίας ΡιΌβοριι, οπότε θα σχηματίζει γωνίες μικρότερες του . 
µε τα διανύσματα αι καὶ "ρκη. Επίσης και το v, που βρίσκεται µέσα στη 
γωνία Ρ,ΌΡ...! θα σχηματίζει οξεία γωνία µε το διάνυσμα w, οπότε σύμφῶ- 
να µε το λήμμα, θα είναι 


— — — — 
luz1vWol. 


Παρατήρηση 2* 
H άσκηση δεν αληθεύει για άρτιο αριθµό διανυσμάτων αι, ὁπῶς για πα- 


ράδειγμα για ΠΞ 2, και (αι 8 Ξθε εν α) 


ΠΡΟΒΛΗΝΙΑ 2 

Να εξετάσετε αν υπάρχει ἡ όχι ἕνα πεπερασμένο σύνολο σημείων Μ 
στο χώρο που δεν βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο και είναι τέτοια ώστε για 
οποιαδήποτε δύο σηµεία Α και Β του ΝΤ, μπορούμε να βρούμε δύο άλλα 
σηµεία Τ και A του ΝΤ έτσι ώστε οἱ ευθείες ΛΗ και ΓΔ να είναι παράλ- 
ληλες, χωρίςνα συμπίπτουν. 


Λύση 

Σύμφωνα µε την υπόθεση του προβλήματος, αν θεωρήσουμε δύο ση- 
µεία Αι και Α. ενός συνόλου Μ, τότε πρέπει να υπάρχουν και σηµεία Αι: Αι 
τέτοια ώστε ΑΙ Α2/ Α.Α. 

Θεωρώντας , ὁμῶς, τα παραπάνω τέσσερα σηµεία, εμφανίζονται και τα 
ζεύγη των σημείων Αι Αι των ΑΙ Αι των Α2 Αικαι Α. Α. 

Επομένως πρέπει κατ αρχήν να θεωρήσουμε το τετράπλευρο 
ΑιΑ2Α.Αι παραλληλόγραμμο, οπότε θα είναι και ΑΙ Αι Γ Α2Α1. Ὁμως για τις 
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ευθείες ΑιΑ: και Α2Α. δεν υπάρχουν παράλληλες που να ορίζονται απὀ τα 
τέσσερα σηµεία που έχουµε θεωρήσει. Επομένως, πρέπει να θεωρήσουμε 
και άλλα δύο ζεύγη σημείων Ας Α; και Ας As έτσι ώστε ΑΙΑι | Α:«Α;/ και 
Άσε ᾗ Ααλε. Τότε ὅμως εμφανίζονται και άλλες ευθείες απὀ καινούργια 
ζεύγη σημείων, ὅπως οἱ ΑιΑς ΆρΛς Α.Α} ΑεΑε ΑξΑς ΑΟΑΙ ΑΤΑ ΑνΑς 
κ.ο.κ. 





Σχήµα 66 


Για την ύπαρξη παραλλήλων ευθειών ανά δύο, πρέπει τα σηµεία Ας Ας 
ΑΙ. Ακνα ληφθούν σε επίπεδο παράλληλο προς αυτό των Αι Α; Ας Ας οπύ- 
τε το Α:ΑςΑ7Αε πρέπει να είναι παραλληλόγραμμο ίσο προς το ΑΙΑ2Α1Α. 
Άρα το στερεό πολύεδρο ΑΙΑ2Α:ΑΛ«ΑςΑ7Ακ θα είναι παραλληλεπίπεδο, 
όχι κατ᾽ ανάγκη ορθογώνιο, 

Στο παραλληλεπίπεδο οι πλευρές και οι διαγώνιοι κάθε έδρας είναι πα- 
ῥάλληλες προς τις αντίστοιχες πλευρές και διαγωνίους της απέναντι έδρας. 
Όμως για τις διαγωνίους ΑΙ Α: ASA- AꝛAs και Αι Ας δεν υπάρχουν παράλ- 
ληλες ευθείες που να ορίζονται από τα ὃ σηµεία που θεωρήσαµε. Το πρό- 
βληµα αυτό µπορεί να αντιμετωπισθεί αν θεωρήσουμε δύο επιπλέον σηµεία 
Ao και Αι Το Αν είναι το αντίστοιχο του κέντρου Ο του παραλληλεπιπέ- 
δου, αν θεωρήσουμε παράλληλη µεταφορά της πυραμίδας ΟΑΙΑ.ΑκΑς έτσι 
ώστε η βάση ΑΙ Α.ΑκΑ«να συμπέσει µε την Α2ΑΙΑ:Ας Το Αιοπροκύπτει 0- 
µοίως από παράλληλη μετατόπιση της πυραμίδας ΟΑ;Α:Α7Ας έτσι ώστε η 
βάση Α)Α:1Α/Α; να συμπέσει µε την ΑΙΑ.ΑκΑς Εύκολα επαληθεύουµε ότι 
το σύνολο των ευθειών που ορίζονται απὀ τα δέκα σηµεία που θεωρήσαµε, 
έχουν παράλληλη µέσα στο σύνολο των ευθειών αυτών. 

Για παράδειγµα, επειδή είναι ΑΟ 5 Α)ΑΛο και ΟΑ: Ἱ-ξ ΑκΑις, 
Αιο - OA- θα είναι A⸗Ao * ΑκΛο, οπότε ΑοΑΑΑΙΡΑ2 είναι παραλληλό- 
γραμµο και Aß⸗As ΑΙΑ2 

Επίσης τα 10 σηµεία δύο ομοίως κειμένων εξαγώνῶν µε µια κοινή δια- 
γώνιο, αποτέλουν λύση του προβλήματος (Σχήµα 67). 

Επίσης το κέντρο και τα 26 σηµεία ένος κύβου πλευράς 2 (Σχήμα 68) 
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αποτελούν λύση του προβλήματος, Ισοδύναμα τα 27 σηµεία (κ, y. 2) του 
χώρου µε συντεταγμένες -Ι, 0, I αποτελούν λύση του προβλήματος, 
7 





—— 
5 9 
7 10 
Ι 
2 
Σχήµα 67 
ΠΡΟΒΛΗΝΙΑ 2 


Έστω α και b πραγματικοί αριθµοί τέτοιοι ὥστε η εξίσωση 
Χαν) Ὀχ αχ 1-0 
να έχει τουλάχιστον µία λύση στους πραγματικούς αριθμούς, Για ὁ- 
ανν - πάρανκνα ζεύγη ία. ϐ) βρείτε την ελάχιστη τιµή του αθροίσματος 
Λύση 
Κατ) αρχήν παρατηρούμε ὅτι η εξίσωση κ -- . ΞΥγ.γε] είναι ισοδύ- 


ναµη προς την εξίσωση χ2- γχ1Ξ0,η οποία έχει ρίζες στα R. αν και µό- 
νο αν, [γ) 22. 


Για την επίλυση της δοθείσας εξίσωσης, τη διαιρούµε µε χ2 και θέτουµε 
x* Ξ γ, οπότε κ2 η * Ξ γ -2 και η εξίσωση γράφεται ισοδύναμα: 
γ Καν τ(0-2)Ξ0 (1) 
η οποία έχει τις λύσεις 
E 462 
2x* * — (2) 


εφόσον ισχύεια” -ᾱ40 -2)20. 
Η εξίσώση (2), ὥς προς κ. έχει ρίζες στο R. σύμφωνα µε όσα παρατη- 
ρήσαμε παραπάνω, αν, και µόνον αν, 
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-α 4 γαὶ -4(0 - 2) 24 ἡ]-α- ψαὶ -4(5 -2)124 
ε.|-α γώ -4(0- 2/24 [ 2/24 
«»ή-αγγαῖ-4(0-2)ς--4 ή 
«5α.ψα -4(0-2)24ήα-ψα -4(0-2)ς--4 
— [αἱ --γαὶ -4(0 -2) 24 ἡ [αἱ -γαὶ «4(0 -2)ς -4 
«» γα: -4(ὐ -2) 24 -|α 


«.ᾳα -40 4 82 16 - δια) - αἲ 
«»δα25δ-440ἡ2α) 2235 ή 4αἱ 2 0 --4ὓ -- 4 


«» 4ᾳ2 4 40 503 «48 4 
5 4 4 : 2} 4 
2 — — — — — 
— « — — .5] ας) ες. 


Επομένως, η ελάχιστη τιµή του αθροίσματος αἲ - 5) λαμβάνεται όταν 


2 ων μὲ 4 
ο ην” ς και είναι ίση προς--. 


ΠΡΟΒΛΗΝΜΛ 4 

Ένας στρατιώτης πρέπει να ελέγξει ὡς προς την ύπαρξη ναρκών ἑ- 
να χωριό σχήματος ισοπλεύρου τριγώνου. Ἡ ακτίνα δράσης του ανι- 
γνευτή ναρκών που διαθέτει ισούται µε το μισό του ύψους του τριγώ- 
νου. Αν 6 στρατιώτης ξεκινάει απὀ µία κορυφή του τριγώνου, να βρεθεί 
η διαδρομή που πρέπει να ακολουθήσει για να εκτελέσει την αποστολή 
του διανύοντας το ελάχιστο δυνατό διάστηµα. 


Λύση 

Έστω ΑΒΓ το ισόπλευρο τρίγωνο που παριστά το χωρίο που πρέπει να 
ελέγξει ο στρατιώτης, Ὑποθέτουμε ότι ο στρατιώτης ξεκινάει απὀ την κο- 
ρυφή Α του τριγώνου. Κατ᾽ αρχήν παρατηρούμε ότι για να ελέγξει τις κο- 
ρυφές Β και Γ του τριγώνου, πρέπει οπωσδήποτε να βρεθεί σε κάποιο ση- 
µείο των κύκλων ς 3 Σ και 8. εσωτερικά του τριγώνου ΑΒΓ, όπου v 
είναι το ύψος του τριγώνου. 
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Επομένως, ζητάμε να προσδιορίσουµε σηµεία Κ. και ΛΑ, των τόξων ΔΕ 
και ΖΗ αντίστοιχα, έτσι ώστε το μήκος της διαδρομής ΑΚ.Λ να είναι το ε- 
λάχιστο δυνατό. Ισοδύναμα, αρκεί το άθροισμα ΑΚ. Ε ΚΛ να είναι ελάχιστο 


ἠαφού ΛΙ * 2 αρκεί το άθροισμα ΑΚ ΚΛ  ΛΓ να είναι ελάχιστο ἡ τελι- 
κά αρκεί το άθροισμα ΑΚ. {ΚΙ να εἶναι ελάχιστο. 


Ἔστω Κ τυχόν σηµείο του τόξου ΔΕ και Μ, Ν τα µέσα των ΒΙ, ΒΑ. ᾱ- 
ντίστοιχα. Αν η ΑΚ τέµνειτη ΜΝ στο Κ.΄ τότε ισχύει; 


ΑΚΚΓΣΑΚΚΤ. 





Ὁμωςγια κ΄ εΜΝ., έχουµε; 
min( AK KT) ⸗ AKo*K. Kes MN 
όπου Κα είναι το μέσον του τμήματος ΜΝ το οποίο επιπλέον εἶναι και ση- 
µείο επαφής του κύκλου , } με την ευθεία ΜΝ, Σημειώνουμε εδώ ὅτι το 


Κι προκύπτει ὡς σηµείο τοµής της ΑΓ µετη ΜΝ, ὅπου Α΄ είναι το συµµε- 
τρικό του Α ως προς τη ΜΝ. Επομένως το Κα είναι το ζητούμενο σηµείο 
και ΑΚαΛο είναι η ζητούµενη διαδροµή ελάχιστου µήκους 


ΑΚο ΚοΛοΞ αντ γ σε — * 
4 4 4 
ΙΕ 
2 4) 
όπου α η πλευρά του τριγώνου ΑΒΙ.. 
Για την ολοκλήρωση της απόδειξης πρέπει να δείξουµε ότι κάθε σηµείο 
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της διαδροµής ΑΚοΛα απόσταση μικρότερη ἡ ίση του Ξ Ξ * Αυτό προ- 


κύπτει απὀ τις σχέσεις 


και 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 
Ἔστῳ {5 είναι ένα σύνολο µη σταθερών πραγματικών συναρτήσεων 
μεταβλητής χτης µορφής 
Γκ) ατα R. 
το οποίο έχει τις ακόλουθες ιδιότητες: 
i) Αν [σε τύτεροΓε [εδώ (σοΏ(κ) ΙΞρ[(κ)]] 
ii) Αν Γε{ς, τότε και ἡ αντίστροφη της { ες, 
ΠΗ1) Για κάθε Γε G, υπάρχει χε Ἑ τέτοιος ώστε ἔίκι) - χι 


Χα αποδείξετε ότι υπάρχει κ εἲ τέτοιος ώστε {{κ) -- κ, για κάθε 
ες, 


Λύση 

Από την υπόθεση (1) προκύπτει ότι για κάθε ζεύγος συναρτήσεων του G 
ορίζονται οι συναρτήσεις ροΓ και [ορ και ανήκουν στο (, ενώ από την υπό- 
θεση (1), αν ſix) -- αχ - Ὁ ανήκει στο G. προκύπτει ότια -«θκαι[ τες με 


(«κο 
α α 
Επιπλέον και η ταυτοτική απεικόνιση Ι(Χ) Ξ κ ανήκει στο ϐ, αφού 


(ος µε[ες. 
Από την υπόθεση (11). αν Πχ) -- αχ -- Ὁ ανήκει στο G. τότε υπάρχει 


. ᾿ ' b 
χι ΕΙΚ τέτοιο ώστε αχι-- χ οπότε θα είναι αΞτομεαν Ι. 
-α 


Άν α - 1, τότε η ισότητα χι «ΌΞ χι αληθεύει για κάθε κι ε Ἡ µε την 
προὐπόθεση ότι Ὁ Ξ 0, δηλαδή απὀ τις ευθείες [ίκ)Ξ κ -ὃ, µε κλίση l, μόνο 
η ταυτοτική Γ(κ)Ξ χ (διχοτόµος γωνίας ΟΥ) ανήκει στο G. 

ὅτη συνέχεια θα δείξουμε ότι αν {, 6 εα, τότε [ορ -- ρος. 
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Πράγματι, αν fIX)⸗ αχ b και gix) Ξ οχ * d. τότε οι συνθέσεις [ορ και gof 
έχουν κλίση ας, είναι ({ορ)(κ) -- (ας)κ -- αά , (ροΏ(χ)- (οα)κ ο -α, ενώ οἱ 
συναρτήσεις ({ομ).. και (ροΏ. έχουν κλίση * οπότε η συνάρτηση 
([οβ)! ο (ροῦ έχει κλίση 1 και επιπλέον ανήκει στο G. 

Επομένως θα είναι: ({ορ) ᾿ ο (Ρο8) -- ἰ, απὀ την οποία προκύπτει 

({οβ)ο [({ο8) ο(ροΏ] Ξ ({ορ)ο ! 
{({οϱ) ο ({οβ)] ο (Ρο[) Ξ ({οβ)ο ἱ 
Ιο(ροῦ Ξ({οβ)οί 
gof Ξ fog. 

Σημειώνουμε, ότι χρησιµοποιήσαμε παραπάνω την προσεταιριστική ι- 
διότητα για τη σύνθεση συναρτήσεων, η οποία, όπως ξέρουμε, ισχύει. 

Ὑποθέτουμε τώρα ὅτι χυ είναι το σταθερό σηµείο µιας συνάρτησης [ 
του συνόλου G, όπως προκύπτει απὀ την υπόθεση (Η1). Τότε αν ρε ,ι- 
σχύει 

Γ[ρίχὼ] Ξξ (ορ]ίκο) ξ (ροΏέχα) Ξξ ϱ[Γ(χα)] Ξξ ρίχο), δηλαδή τότε και το 
ρίχο) είναι σταθερό σηµείο της Γ. 

Διακρίνουμε τώρα τις ακόλουθες περιπτώσεις: 

ο ΑνΟΞξ [1], τότε {Γξ{καιτο ζητούμενο είναι προφανές, 

ο Αν ἤχ)- αχ b, αγ 1, τότε αυτή έχει μοναδικό σταθερό σηµείο 
κµεᾖικ)ςκτοκςζυ/(ἱ -α). Επομένως, αν g είναι µία οποιαδήποτε 
άλλη συνάρτηση που ανήκει στο Ω η Γθα έχει, ὁπως είδαμε παραπάνω, 
και το gſx) ὡς σταθερό σηµείο, οπότε θα ισχύει (κ) κ.γιακάθερεο 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 6 


Ἔστω αι. αλιι.., ἄμ είναι Π θετικοί ακέραιοι και ἑστω α είναι ένας 
δεδοµένος πραγματικός αριθµός τέτοιος ώστεθ«ας 1. Χα βρείτε π ᾱ- 
ριθμούς ὃν, Όσεε.ν, ὃν για τους οποίους να ισχύουν: 


(ϱ ας. για κ, ιν εννς Ἡ 


(18) α«Όκας Σγιακ- 1,2. π- 
υ. α 


(89) bi* ba 4... — G-T.. 
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Λύση 
Κατ᾽ αρχήν γράφουμε τη σχέση (1) στην ισοδύναμη µορφή 
(1) * αὓς «Όκιι « - ο.. 


Γίναι πιο εὐκολο να λύσουμε το ακόλουθο ελαφρά τροποποιημένο πρό- 
βλημα: 

Χα θεωρήσουμε αι. α»,..., απ να είναι n µη αρνητικοί αριθμοί και να α- 
ντικαταστήσουµε το - µετο «στις ανισώσεις (1), (1) και (1). 

Όπως θα δούµε, η επίλυση του τροποποιηµένου προβλήματος, αποτελεί 
και λύση του αρχικού προβλήματος. Παρατηρούμε ακόµη ότι αν το διάνυ- 
σµα (διατεταγμένη η-άδα) (61, Όλι, ὃν) επιλύει το πρόβλημα για δοθέν 
διάνυσμα (αι, α»,..., αι) και το διάνυσμα (Ρ'ν, Ὀριιν, Ὀ 9) επιλύει το πρόβλη- 
μα για το δοθέν διάνυσμα (α)ι, αἲγ...., αἲι), τότε εύκολα επαληθεύουµε τα ε- 
δής: 


ο τὸ διάνυσμα (5ι -ε Ρἱι bꝛ * 52... ὃν - δι} επιλύει το πρόβλημα για 
το διάνυσμα ίαι ται αι α..... αντ αι} 


ο το διάνυσμα (εὃι «ὔ» »..., ει) µε ος 20, επιλύει το πρόβλημα για το 
διάνυσμα (σαι σα»... σας }. 


Σύμφωνα µε τα παραπάνω, αρκεί να επιλύσουµε το πρόβλημα θεωρώ- 
ντας ὡς δοθέντα διανύσματα τα 


υ1Ξ(1, 0, 0,..., 0), 0 Ξξ (0, 1, O... 0), ει. ν αν Ξ (0, 0.0... 1) 


αφού το τυχόν διάνυσμα (αι αλ ...., ἄπ} µε αι αχ...., αι µη αρνητικά µπορεί 
να προκύψει ὡς γραμμµικός συνδυασμός των διανυσμάτων 1 us μι, ἂν µε 
θετικούς συντελεστές. 

Για το διάνυσμα αι η ανισότητα (1) µεκ- 1 δίνει δι Ξ- 1 ως ελάχιστη 
δυνατή τιµή του ὃι. Όλες οἱ άλλες ανισότητες ας ς« ὃκ µε κ 2 1 ικανοποιού- 
νται αυτόματα µε θετικούς ὃς. 

Οι ελάχιστες τιµές για το ὃς που ικανοποιούν τις ανισότητες οὓν ς Όκει 
είναι: 

οι Ξ 1, 02Ξ q. ὃν Ξ αἳι., διξα”. 

Με την παραπάνω επιλογή για τα ὃς, η ανισότητα (11) ικανοποιείται, ᾱ- 
φού ισχύει 

δι ας 021... Ε Όιξ 1 κα -ᾳᾷ-.. κα” 

214 4 
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A44. —— 4040 4. 0) 
— q Ἱ-α 
Ομοίως για το υΞξ (0, O.. 1, * — Ό, όπου όλες οι συνιστώσες είναι ϐ 
εκτός της [-συνιστώσας που είναι 1, δηλαδή α, Ξ 1, η ανισότητα (1) γιακτι 
. δίνει Βι Ξξ 1 ὡς την ελάχιστη δυνατή τιµή το 6,. Οι ελάχιστες τιµές των ὃν 
που ικανοποιούν τις ανισότητες (1)3 είναι 
υςξα”..γιαΐ κ, Όκξᾳ” γιακ τσ. 
Επειδή ισχύει 
(αι αρ»... αι) ανα - αρα2 ια. 
το διάνυσμα που ικανοποιεί το πρόβλημα θα είναι το 
αι(1, 4.....α”.) αλα, 1, 4...” ) αι ανα” ο. q. 1). 
µε θετικούς ακέραιους αι αλ... αμ. 
Έτσι έχουµε τη λύση 
διξαι--αα.α-αι ε.α 


— 


b qur * qu qu 
b ααι 4α} 3 αι --.. να α (1) 


Ό,Ξα αι" ανα αι -ε..ς αἳ 
Θα αποδείξουμε ότι το διάνυσμα (8, Ὀσεν Ὃν) που ορίζεται απὀ τις (1) 
είναι µία λύση του αρχικού προβλήματος, 
ο Επειδή στο αρχικό πρόβλημα εἴναιαι 20 για κάθε 1, 2, πκαις»0 
. έχουμε: 


Όκξᾳ” αι ή. Έᾳακ.ι Ἔ ας 4ακιι .. Έα 4.2 ακ. (2) 
για κάθεκς 1, 2...., Π. 
9 Με πολλαπλασιασμό και τῶν δύο µελών της (2) επί q λαμβάνουμε: 
qb. αἴαι ή... αἴανι φας αἴας.ι ... αι 
Επιπλέον, απὀ το σύστηµα (1} έχουµε 
ΌκιιΞ αἴαι α αγ. φας 3 ακει Ε.Ε αι 


Επειδή οι κ-πρώτοι ὁροι των Όκει και οὓς είναι ίσοι και επιπλέον ισχύει 
θςας 1, θα έχουµε; 


Όνι 2 οὓς αλ 
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Με πολλαπλασιασμό της (2) επί - λαμβάνουμε 
ον” α”ΐαι Έτ ακ. ο. Ταν ο. η” ἵ-α, 3 


Επειδή οι τελευταίοι η --κ όροι .των Όκει και οὖν είναι ίσοικαιθςας] 


θα έχουμε; 
δι ὔμη ο θί «ἆ 
η Ὀι 4 
Επομένως, αποδείξαµε ότι ισχύουν οι ανισότητες 


— ας πακ-θ. Γρ α - Ι. 


5. Με πρόσθεση κατά µέλη των η εξισώσεων του συστήµατος (1) λαμβά- 
νουμε; 


δι -- Ὁ) ba οιαι κ ο... Ἔσμᾶς, 
όπου «| είναι το άθροισµα τῶν συντελεστών του αι στις εξισώσεις του συ- 
στήµατος (1). 
Επειδή, όπως είναι φανερό, ισχύει ότι 
ο, «ς:Ξξ 1 4-2 3 243 ..4 24”3, 
για κάθε {Ξξ 1, 2...., π, θα έχουµε: 
οιαι Ca αρ Ε.Ε ομᾶς σ σαι Ἔ σα}... σαι -- οίαι - αγ. αι). 
Επιπλέον 
αξ 1 --24(1 14 021..καἲ α..)Ξ 
] ) 
Ξ 1 --2ᾳ-----Ξ 
η -ᾳα Ἱ-α 
Επομένως, έχουµε 
δι b « — (Ar αρ). 





Τόπος Διοργάνώσης: ΆἈνατ. Γερμανία (Βερολίνο) 
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Μέγιστη Βαθμολογία: 40 βαθμοί ανά µαθητή 

Τελική Βαθμολογία: Σ0β. Ένωση (256), Η.Π.Α. (243), Ουγγαρία 


(237], Αν. Γερμανία (36), Γιουγκοσλαβία 
(216). Αυστρία (212), Ρουμανία (022], 
Γαλλία (194], 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 

Τρεις παίκτες Α. Β και Γ παίζουν το ακόλουθο παιχνίδι: Σε καθεμία 
από τρεις κάρτες είναι γραμμένος ένας ακέραιος. Αντοί οἱ τρεις 
ακέραιοι, ἑστω ρ. 4. r. ικανοποιούν τις ανισώσειςθ«ρ-«ᾳςτ. Οι τρεις 
κάρτες ανακατεύονται και μοιράζονται απὀ µία κάρτα σε κάθε παίκτη. 
ἔτη συνέχεια κάθε παίκτης παίρνει µάρκες ίσες σε αριθµό µε αυτόν που 
είναι γραμμένος στην κάρτα του. Τότε οι κάρτες ανακατεύονται ξανά, 
ενώ οι μάρκες παραμένουν στους παίκτες. H παραπάνω διαδικασία 
γίνεται τουλάχιστον δύο γύρους, Μετά τον τελευταίο γύρο, ο Α έχει 20 
μάρκες συνολικά. ο Β έχει 10 και ο Γ έχει 9 µάρκες συνολικά. Κατά τον 
τελευταίο γύρο ο Β πήρε τ μάρκες. Να βρείτε ποιος παίκτης πήρε α 
μάρκες στον πρώτο γύρο. 


Λύση 
Αν έγιναν συνολικά Κ. γύροι, Κ22, τότε 
Κίραᾳ-τ)-39. 
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Επειδή θ«ρςᾳ στ, συμπεραίνουμε ὅτι ρ-ᾳ {26 και αφού ο 30 
έχει μοναδικούς πρώτους διαιρέτες τους 3 και 13, θα είναι 
K-3 xcu p*q*r213. 


Σημειώνουμε µε α͵.δ,.ο, τις μάρκες που πήραν οι παίκτες A, Β, Γ 
αντιστοίχως, κατά τον 1 γύρο και γράφουμε τον επόμενο πίνακα: 





Επειδή είναι ας τ. θα είναι αι, -ᾱ, Γι Ξ2γα, οπότε 

2220 

2τε(13-ρ-τ)220 
Γ-ρ5ᾗ7 
τ2ρΓ7258δ,αφούρ5]. 

Επίσης έχουµε ὃι δι Έτ22ρΎ1, δηλαδή 

2ρετςιο (1) 

Γξ0-2ρΡ5ς58δ,.αφούρ2|. 


Από τις ανισώσεις {28 και γ5δ προκύπτει ΓΞδ, οπότε απὀ την (1) 
θα εἶναι ρ5ξ1, δηλαδή Ρ5 1 καιαςἹδ-ρ-ις4. 
Επομένως είναι 25420 και 2ρ5ΓΞΙ0., οπότε έχουµε τον πίνακα 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

Στο τρίγώνο ABC. να αποδείξετε ότι υπάρχει σηµείο στην π)ευρά 
ΑΒ τέτοιο ώστε το τµήµα (ἢΏ είναι ο γεωμετρικός µέσος τῶν τμημάτων 
ΑΡ και ΡΕ. αν, και µόνο αν, 


ο 
ημΛημΒ s nuꝰ — 


Λύση 





Φέρουμε απὀ το Ο ευθεία εἰΑΒ και ευθεία επ ΑΒ {ε έτσι ώστε η 
ευθεία ΑΒ να είναι µεσοπαράλληλη των ε και ε’. Γράφουµε και το 
περιεγραμµένο κύκλο (Ο.Ε) του τριγώνου ΑΒΕ, Θα αποδείξουμε ὅτι το 
ζητούμενο σηµείο D υπάρχει, αν, και µόνο αν, η ευθεία ε᾽ ἔχει ένα 
τουλάχιστον κοινό σηµείο µε τον κύκλο (Ο.Ε). 

Πράγματι αν Ε είναι ἑνα κοινό σηµείο της ε΄ µετον κύκλο (O R), τότε 
η χορδή ΟΕ τέμνει τη χορδή ΑΒ σε ένα σηµείο, ἑστω Ὦ, και ισχύει ότι 
CD · DES AD - DB. Επειδή τα C. Ε ανήκουν στις ε, ε΄ αντιστοίχῶς, ενώ το 
D ανήκει στη µεσοπαράλληλη ΑΒ τῶν ε και ε΄. θα είναι ΕὈΞ ΒΡΕ, οπότε 
προκύπτει και ότι 
ΟΡ’ -ΑΡ:ΡΑΒ. 

Αντίστροφα, αν η ε΄ δεν έχει κοινό σηµείο µε τον κύκλο (Ο.Ε), τότε δεν 
µπορεί να ορισθεί το σηµείο E που δίνει την ισότητα CDꝰ Ξ0Ἠ.:ΡΕ. 

Η ε΄ ἔχει κοινό σηµείο µε τον κύκλο (Ο.Ε), αν, και µόνο αν, η 
απόσταση του ϱ απὀ το ΑΒ είναι μικρότερη ἡ ίση της απόστασης του 
μέσου Μ του τόξου ΑΒ (αυτού που δεν περιέχει το C) απὀ το ΑΒ, ἡ 
ισοδύναμα 
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Δ Δ 
CABC)SCABM) 

99 3Α0:ΒΡ:ηµΟΞΑΜ.ΒΜ-ηµ(π--ς) 

«5» ΑΟ:ΒΟςΑΜ΄ (1) 
αφού ΑΜ Ξ ΒΜ και ηµςΞημ(π-). 

Επειδή επιπλέον είναι 
ΑΜΞ — Ης -2ΚημΑ, ΑςΞ2ΚηµΒ, 

από την (1) προκύπτει τελικά ὅτι 


ο 
ημΑ ημβ σημ. 


Είναι φανερό ὅτι η ισότητα ισχύει όταν η ευθεία ε᾽ εφάπτεται του 
κύκλου (Ο.Ε). 


ΠΡΟΒΛΗΝΑ 3 
. δι 2η. 
Να αποδείξετε ότι ο αριθµός R 2* δεν διαιρείται µετο 5, 
ο 2« 1 
για κάθε ακέραιο η240. 


Λύση 


2π-| 
Οι συνδυασμοί —* 


— XSO. d...In. απαντούν σε ορισμένους 


2.1 


όρους του διωνυμικού αναπτύγµατος (αν Για αξ- 23”, 051, οι 


όροι αυτοί είναι 
2η 51 2π 41 8 
κ) 23.233 Κ9θ],λ....Π. 
2κ5] 2κ-ἰ 


Οι υπόλοιποι όροι του αναπτύγµατος (4 4 — είναι της µορφής 


2η 41 
— Εκδ. -ᾱ. 
2κ 


Επομένως θα έχουµε 
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20441 2η 41 2ῃ *41 
2331) 23Κ 233 238 
η) “ὴ 2Κ | » 2Κ1 


κ. 
Ξ-Α4 2328, (1) 


2π-] (2η 
A:⸗ οἱ Β-- * 
J 2x — 


x20 


όπου οι αριθμοί 


είναι ακέραιοι για κάθε ακέραιο 20. 
Θα δείξουμε ότι ο Β δεν διαιρείται µετο 5, 
Ομοίως, έχουµε 
(233. — A442028 
Απότις (I) και (2) µε πολλαπλασιασμό κατά µέλη προκύπτει ότι 


ία, | ο - (11) -Α2 


ο» 7.1 --8Β” --Α- (3) 


Επειδή 7" -(τ)) -Τ-(50--Ι)) -(54:2), έπεται ότι "5 2(--)΄ (πο). 
οπότε θα είναι και 
8Η” -Α΄ æ261) (πιο 5) (4) 


Αν υποθέσουμε ὅτι το Β διαιρείται µε το 5, τότε απὀ την (4) θα 
προκύψει ὅτι 


Α΄ Ξ 42{πιοά 5), (5) 
που είναι αδύνατη, γιατί 
ϱ50, 151, 27 Ξ--Ι, 3 Ξ--Ι, 4” 51 Gnodulo 5) 
και για κάθε ακέραιο ΑΞδκγυ,κεσ, α5Ξ0,1,2.3,4, ισχύει 
Αξ (σκι) κ ωζ (πιοάδ), u-0. I. 2.3.4. 
Επομένως ο Β δεν διαιρείται µετο 5. 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 
Χωρίζουμε έναν ΒΧΣ πίνακα σκακιού σερ µη αλληλοκαλυπτόµενα 
ορθογώνια έτσι ώστε 


ϐ) Κάθε ορθογώνιο έχει τον ίδιο αριθµό άσπρων και μαύρων 
τετραγώνων. 





(1) Αν αι είναι ο αριθµός τῶν άσπρων τετραγώνων του Ἱ- 
ορθογωνίου, τότε αι «ὔγ ς'' «αρ. 


Βρείτε τη μέγιστη τιµή του p. για την οποία ο χωρισμός είναι 
δυνατός. Για αυτήν την τιµή του p. να προσδιορίσετε όλες τις δυνατές 
ακολουθίες αμ, Ἀλν.. ιν Ἀρ. 


Λύση 
Επειδή ο σκακιστικός πίνακας έχει 32 άσπρα και 32 μαύρα τετράγωνα, 
θα έχουµε 
8, 82 ΓΙ Σ8Ξ32. 


Επιπλέον, πρέπει να ισχύουν αι 21, [Ξ]1.2....,Ρ. οπότε πρέπει 
Ξ1 
221921.Ηρ Ες ρ(ρΙ)ςό4 5 ρς7 
Επομένως στο ζητούμενο διαχὠρισµό του ορθογωνίου µπορεί να 
υπάρχουν το πολύ 7 ορθογώνια. 
ἕτη συνέχεια αναζητούμε όλες τις δυνατές επτάδες θετικών ακεραίων 
Ἁμι Άλν-.νν Ἡγ µε άθροισμα 32, και τέτοιες ώστε αι «ἄν «ἄν «ἃς «ᾱς « 
ἃς ζα1γ, οἱ οποίες είναι 
(α) 1,2,3,4,5,6. 1 
(ο 1,2.3,4,5,1, 10 
(ο |, 2.3, 4, 5, 8, 9 
(ἆ) 1. 2, 3, 4. 6, 1.9 
() 125,5.6,.1.8 


Η περίπτωση (4) είναι αδύνατη, γιατί δεν υπάρχει ορθογώνιο µε 
2ΧΙ]:- 22 τετράγώνα στον 8Χδ8 πίνακα. 
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Οι περιπτώσεις (0) -- (ε) είναι δυνατές και εφαρµόσιµες, ὅπως φαίνεται 
απὀ τους παρακάτω πίνακες: 





ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 
Να προσδιορίσετε όλες τις δυνατές τιµές της παράστασης 
Ἆ Ρ ς d 
4 γ 4 . 
αθυιά αἲἜρηςο ες ας 














όπου α. ο. e. ἆ είναι τυχαίοι θετικοί αριθμοί. 
Λύση 
Κατ᾽ αρχήν παρατηρούμε ότι ισχύει 
η Β ς 4 
— — — — — — ----ι. 
ας -ά ab d abTeö—d aböd— 


Αν υποθέσουμε ὅτι είναι max fa.b.e.d -- ᾱ, τότε 
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..-.--ἴ-ἴ--ἃ-υ-εἳ-ευ-«ὪεἘκ--ᾶ----Ἄ----υ--αωωοσωα μμ ον 


ἃ b — — 214 21412 2. 


5 « ο ο 
αἄ θες αἲ-θις αἜυις ἃ-θο-ά ας 

















Επομένως, είναι [«κδς2. 
Θα δείξουμε ότι το S παίρνει κάθε τιµή στο διάστηµα {1,2}. 


Παρατηρούμε ὅτι η παράσταση 5 μεταβάλλεται συνεχώς ὡς προς τις 
θετικές μεταβλητές της α, Ὁ, « και d. Επομένως αν δείξουμε ότι οἱ τιµές της 
μπορούν να είναι πολύ κοντά στο l και το 2, τότε μπορούμε να 


συµπεράνουµε ότι παίρνει όλες τις τιµές του διαστήµατος (I. 2). 
Αν θέσουµε αξ], ὺξκ,οξ][-κ, ἁξ κ -κ),με θς«κςΙ, τότε 


14x x Γ-κ Χ--χ” 
ΡΞΓ(Χ)- — — ---- — — —. χε(1) 
σ) χα 2 14432 


Η συνάρτηση fE) είναι συνεχής στο (0, 1} και ισχύει ότι; 
li f — 2 ῃ ς a 1 
lim (x)52. πι [ (κ) 


οπότε το σύνολο τιµών της συνάρτησης Γκ) είναιτο (1, 2]. 


ΙΓ ΠΡΟΒΛΗΝΜΛό 
Ἔστω P ένα µη σταθερό πολυώνυµο µε ακέραιους συντελεστές. Αν 
π(Ρ) είναι ο αριθµός των διακεκριμένων ακεραίων Κ που είναι τέτοιοι 


ώστε [Ρ(Κ) ᾖ -- να αποδείξετε ότι 
π(ϱ)--βαθμ.(ϱ)ς2, (1) 
όπου βαθμ.(Ῥ) είναι ο βαθμός του πολνυωνύμον P. 
Λύση 
Αν υποθέσουμε ότι είναι βαθμ.(Ρ)Ξ ἔ, η (1) γίνεται 
π(Ρ]ς2-Μ, 


δηλαδή αρκεί να δείξουµε ὅτι το πολυώνυµο Γρ(κ) -ἶ έχει το πολύ 
2 { διακεκριμένες ακέραιες ρίζες. 
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Θεωρούμε την εξίσωση Γρ (κ) -ἲ-θ που είναι ισοδύναμη προς την 
εξίσωση 


Γρ(κ)--τ]{Ῥ(κ) 1150, (2) 
ij αν θέσουµε Ο(χ)ΞΡ(κ]-ι. 
ο(κ) {[ο(κ)«2]50. (3) 


Επομένως, αρκεί να δείξουμε ὅτι οι εξισώσεις 
Ο(κ)-0 ., Ο(κ)/250 
έχουν συνολικά το πολύ 246 διακεκριµένες ακέραιες λύσεις. Για την 
απόδειξη αυτού θα χρησιμοποιήσουμε το ακόλουθο: 
Λήμμα: Έστω µ. είναι µία ακέραια ρίζα του πολυωνύμου R(x) µε 


ακέραιους συντελεστές. Τότε οι μόνες πιθανές ακέραιες ρίζες των 
πολυωνύµων Ε(Χ}4λ., όπου λ πρώτος, είναιοι μ-λ,μ--],μ εἰ και µλ. 


Απόδειξη: Επειδή το µ είναι ρίζα της εξίσωσης Ε(κ)Ξ0, θα έχουµε 
κ(χ)ξ(κ-μ)Π(κ), όπου Π(κ) είναι πολυώνυµο µε ακέραιους 
συντελεστές. Επομένως θα είναι 

κ(χ) Αλ -(κ-μ)Π(κ)2λ. 
οπότε αν το Χρ είναι ακέραια ρίζατου Ε/(Χ} Αλ. τότε 
(κο”- μ)Π(κο)στλ. 

Άρα ο αριθµός χΧρ--μ διαιρεί το λ και επειδή οἱ μοναδικοί διαιρέτες 
του λ είναι οι αριθμοί {ἰ και Ξλ., θα έχουμε 

χρ-μξΞΞΙήχΧχι-μξάλ 
ἡ ισοδύναμα 
χρξμεΙ ήχρξμ-] ἡχρο-μτλ ἦἠκρξμ-λ. 


Εφαρµόζουµε το παραπάνω λήµµα στην ἀσκησή µας για 1-2, µε την 
υπόθεση ότι η εξίσωση (3) έχει µία τουλάχιστον ακέραια ρίζα. Ὑποθέτουμε 
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ὅτι ο αριθμός µ είναι η μικρύτερη ακέραια ρίζα της εξίσωσης (3) και πιο 
συγκεκριµένα της εξίσωσης Ο(κ)Ξ0. Τότε, σύµφωνα µε το λήμμα οι 
πιθανές ακέραιες ρίζες της εξίσωσης Ο(κ)3:2-40 είναι οι μ:] και μ.-2, 
και αφού το πολυώνυµο Ο(κ) έχει το πολύ { ακέραιες ρίζες η εξίσωση 
ο(κ)/ο(κ)-: 2] Ξ0 θα έχειτο πολύ 2 ακέραιες ρίζες, 


Τόπος Διοργάνώσης: 
Πρόεδρος Συµβ. Αργηγών: 
Συμμετοχή: 

Νέες συμμετοχές: 

Μέγιστη Βαθμολογία: 

Οι δ πρώτες χώρες: 





»{[ Έλι. 


ΙΤ3 Διεθνής Μαθηματική Ολυμπιάδα, 1915 


Βουλγαρία (Σόφια) 

]. Ρτούσπον (ΓΠαν/μιο Σόφιας) 

7 χώρες µε δ το πολύ µαθητές η καθεμία. 
Ελλάδα 

40 βαθμοί ανά µαθητή 

Ουγγαρία (258), Αν. Γερμανία (249), 
Η.Π.Α. (347), Σοβ. Ἐνωση (246), Ηνωμένο 
Βασίλειο (239], Αυστρία (192], Βουλγαρία 
(156), Ρουμανία (180). 


Η Ελληνική ομάδα συμμετείχε για πρώτη φορά. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1] 


Ἔστω χι. νι ἔξ Τν2.... Π είναι πραγματικοί αριθµοί τέτοιοι ώστε 


Χι ΑΧ} 22X, και γι ον}. χι. 


Χα αποδείξετε ὅτι, αν 7,971... Ἐ, είναι οποιαδήποτε μετάθεση 


των γι. Υγε...« με τότε 


Σ(ν -νι) ελ -ᾱι) . 


Λύση 
Επειδή είναι 


Σα -γι) ο ρλη 
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ία 22 J — οκ) 2 και ο) 


αρκεί να αποδείξουμε ότι: 
η Ώ 
Ιλ. ΣλΙ (1) 
121 121 


Στην περίπτωση που ισχύει z γι, Γξ 1,2... Πς τότε η (1) αληθεύει 


ὡς ισότητα. 

Στην περίπτωση που δεν ισχύει η ισότητα 7Ξ}ι. ια κάθε 
ΓΞ1,2,...νἉ, θα υπάρχουν 2 τουλάχιστον δείκτες Κ, {Ε {1 2... π} µε Κς/ 
και 


χι. »χ, κ ς2,. (2) 
Σε κάθε τέτοια περίπτωση ύπαρξης τέτοιων δεικτών, στο δεύτερο µέλος 
της (1) εναλλάσσουµε τους αριθμούς 7, και Ζ,, οπότε το άθροισμα 
Χκζι ΤΧ/72; αντικαθίσταται απὀ το άθροισµα χιζ; κι ὀχι2ν Εκ/2,. 
αφού 
Χιζι Ὕ Ν/2/ (χιζι * κι Ξ (κι * κ (7, — 7η ) 8 ϱ, 
Μετά απὀ ἕνα πεπερασμένο αριθµό τέτοιων εναλλαγών το δεύτερο 
Ώ 
µέλος της (2) θα έχει γίνει VDxæ Gnovu 223 2225 Τότε ὅμως θα 


ισχύει 2: Ξ γ,, για κάθε i ⸗ l...An, οπότε 


χα, ς σχμί Ξ αρ, 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 
Έστω ἄι. γι Ἁγι... Είναι µία αύξουσα ακολονθία θετικών 


ακεραίων. Χα αποδείξετε ότι για κάθε ρ2 1 υπάρχουν άπειροι όροι αι, 
οι οποίοι μπορούν να γραφούν στη µορφή 

μΧ, Ἔγναι, 
μεκ. ν θετικούς ακέραιους και α2Ρ. 


7" Διεθνή Μαθηματική Ολυμπιάδα 1075 183 


Λύση 
Για θκτςα,, γράφουμε µε Β, την υπακολουθία της ακολουθίας 
8, Άλι ἄγγιι που αποτελείται απὀ ὅλα τα στοιχεία της που είναι 


ισοὔπόλοιπα µε το τ modulo ας... Επειδή τα υπόλοιπα της διαίρεσης µε αρ 
είναι πεπερασµένου πλήθους, τα 0,1, Σεν αρ. καὶ η ακολουθία 
ἃι, ἃλ, ἃλ,... ἔχει ἀπειρους όρους, έπεται ότι υπάρχει µία τουλάχιστον τιµή 
του Γγια την οποία η υπακολουθία Β, ἔχει άπειρους όρους. 

Θεωρούμε ὅτι το {είναι µία τέτοια τιµή και υποθέτουμε ὅτι o αμ είναι 
το ελάχιστο στοιχείο της Β, που είναι μεγαλύτερο του α-.. Τότε κάθε απ 
στο Β, µε πιὸα θα έχουµε 

ἃρ,--ᾱ Ξ 0 (πού ας) ἡ ἄρ, Δρ Ξ Χὰρ, 
όπου κ είναι ακέραιος, Επομένως έχουμε 
δρ ΞΧὰς Τρ. 


α, '-ᾱ, 





που αποτελεί λύση του προβλήματος µε κ .Υξ. 


p 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 
Στις πλευρές ενός τριγώνου ΛΗς κατασκευάζουµε τρίγώνα ABR. 
RCP. ΑΔ προς το εξωτερικό του τριγώνου έτσι ὥστε 


ϱἨΡ --0Λ0 --45-, ΒΟΡ -- 40-05, ΑΡΗ -ΒΑΚ -Ις». 
Να αποδείξετε ὅτι ϱΕΡ -- 905 και ος - ΙΡ. 


Λύση 
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Σύμφωνα µε τις υποθέσεις θα είναι ΑΟΟΞΒΡΕΟ -Ι055 και 
ARB ΞΙ505. Φέρουμε το ευθύγραμμο τµήµα ΕΧ τέτοιο ώστε ΕΧ ΙΚΑ. 


Ἔτσι το τρίγωνο ΑΕΧ είναι ισοσκελές και έχει ΑΕΧ -Ι50:--ος: -- 605. 
Επομένως το τρίγωνο ΑΕΧ είναι ισόπλευρο. 

Επιπλέον έχουμε 

ΒΛΟ- X* ας ΒΑΧ - 60” --ι5”-455, 
οπότε 
ΧΑΟΞΒΑΟ-ΒΑΧΞΑ., 
Στο τρίγὠνο ΑΟ απὀ το νόµο των ηµιτόνων έχουµε 
ΑΟ  ημαοῦ. πμ”. 2ημ]57συν]5" 


—2nuls⸗. 
AC nmulos nmu7sꝰ συν] 50 


ενώ στο τρίγωνο ABR έχουµε 
ΑΚ ημ]ς” 


—2nls⸗. 
ΑΒ mn⸗ ηµαος ο 
αφού ημοθ---- 
Επομένως έχουµε 
ΑΚ ΑΧ. ΑΟ 
ΑΒ ΑΒ Ας 


και αφού είναι ΑΟ Ξ BAXS 45”, τα τρίγωνα ΑΧΩ και ΑΒΟ είναι όμοια, 
οπότε 


ΑΟΝΧΞ6 και ΑΧΟΞΒ. 
Επιπλέον έχουµε 


ΒΒΡ --Ι55Β4455-- 605 4Β 
ΚΧΟ - 60 Β, 


οπύτε ΚΒΡΞΚΧΟ. 


Όπως παραπάνω, φέρουμε ευθύγραμμο τµήµα ΕΥ-ΞΚΒ και 
ΚΥ ΚΑ, οπότε οµοίῶς προκύπτει ότι το τρίγωνο ΥΒΡ είναι όμοιο προς 
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το τρίγώνο ABC. 

Επομένως απὀ τις παραπάνω ομοιότητες τριγώνων προκύπτουν και τα 
τρίγωνα ΑΧΩ, ΥΚΒ όμοια. Επειδή οἱ οµόλογες πλευρές ΑΧ και ΥΒ των 
παραπάνω τριγώνων είναι ίσες και τα τρίγωνα ΑΧΩ και ΥΚΒ θα είναι ίσα. 
Επιπλέον τα ισόπλευρα τρίγώνα ΑΕΧ και ΥΚΒ είναι ίσα, οπότε και τα 
τετράπλευρα ΑΕΚΧΟ, ΥΚΒΡ θα είναι ίσα. Αυτό έχει ὡς συνέπεια και την 
ισότητα των αντίστοιχων διαγώνιώντους, δηλαδή ΚΟ -ΕΡ. 

Επιπλέον έχουµε ΧΕ | ΚΒ, οπύτε µε περιστροφή του τετραπλεύρου 
ΚΑΧΟ γύρω από το Κ κατά 905 ακολουθώντας την αρνητική φορά, αυτό θα 
συμπέσει µε το τετράπλευρο ΕΥΡΒ. Επομένως και η γωνία ΟΚΕΡ θα είναι 
ου”, 

2 "τρόπος 





4 
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Στην πλευρά ΑΒ του τριγώνου ΑΒΟ κατασκευάζουµε προς το 
εξωτερικό του ισόπλευρο τρίγὠνο ΑΒΖ και φέρουμε τις 67 και ΚΖ. Τότε 
είναι ΖΑΚ -60:--155--455, οπότε ΟΛΕ -ΟΆ7. 

ΑΟ Ας 


Επιπλέον, ὅπως δείξαµε στον πρώτο τρόπο λύσης, είναι το Ξ5 * και 


4 Δ 
αφού ΑΒ - AZ, έπεται ότι ΑΟΕ - ACZ. 
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Δ Δ 
Ομοίως έχουµε και ότι ΒΡΕ --Β67. 
Επιπλέον, απὀ τα όμοια τρίγώνα ΑΟ και ΟΒΡ έχουµε 


δηλαδή ο λόγος της ομοιότητας είναι ο ἴδιος για τα δύο ζεύγη ομοίων 
τριγώνων ΑΟΒΕ, ΑΟΖ και ΒΡΕ. BCZ. 

Στη συνέχεια περιστρέφουµε το τρίγωνο ΑΟΕ κατά 453 µε αρνητική 
φορά (όπως η κίνηση τῶν δεικτών του Φρολογίου) γύρω απὀ το Α. µε 
ταυτόχρονη οµοιοθεσία µε λόγο λ. Θεωρούμε επίσης στροφή 453 γύρω από 
το Β µε θετική φορά για το τρίγωνο ΒΡΕ και ταυτόχρονη οµοιοθεσία µε 
λόγο λ. Οι μετασχηματισμοί αυτοί μεταφέρουν την ΟΚ πάνω στην 67 και 
την ΡΕ πάνω στην «7. Επομένως θα είναι ΟΚ -ΡΕ , ενώ η γώνία τους θα 
είναι 45” 4 45ꝰ æ 905. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 


Όταν ο αριθµός 444413” γράφεται στο δεκαδικό σύστημα, το 
άθροισμα τῶν ψηφίων του είναι A. Ἔστω Β το άθροισμα των ψηφίων 
του ΑΛ. Να βρεθεί το άθροισμα των ψηφίων του Β (οι αριθμοί A, Β 
θεωρούνται ὡς προς το δεκαδικό σύστημα). 


Λύση 
Γιατη λύση µας χρειάζεται η επόμενη βοηθητική πρόταση. 


Λήμμα: Κάθε ακέραιος π γραφόµενος στο δεκαδικό σύστημα 
αρίθμησης, είναι ισοὐπόλοιπος προς το άθροισμα των ψηφίων του modulo 
9. 


Απόὂειζη 
Ἕστω ὅτι είναι η Ξ ἆι Ιθά. «1074, -. 10 άν, ή 


η ᾱι 1-ᾱ, 4-94, α- ᾱς --99ά, ----- ἂν o⸗ -1]άιμ 


αφού ο 9 είναι διαιρέτης κάθε αριθμού της µορφής 105 --τ, 
Έστω τώρα Χ- 444433. Σύμφωνα µε το λήμμα έχουμε ὅτι 
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4444 Ξ 16(mod 9), οπότε θα είναι και 
4444 5: Τ(πιοῦ ) και 4444 7 τι Π(πιος ο). 
Επειδή 4444 -3.1485Ι 3] έχουµε 
ΧΞ4θα Ξ Φ4441 35) 4444 ΞΙ-Τς Τ(πιοάθ). 


Επομένως σύμφῶώνα µε το λήμμα θα είναι 
ΧΞΛΑΞΗΒ Ξ/(άθροισµα ψηφίων Β)Ξ7Τ(πιοάθ). 


Θεωρώντας λογαρίθµους µε βάση το 10, έχουµε 
ΙορΧ «4444105 4444 « 4444 ]ορ 10) 2 4444. --Ι7716. 


Είναι φανερό ὅτι, αν ο κοινός (δεκαδικός) λογάριθµος ενός αριθμού 
είναι μικρότερος του πι, τότε ο αριθμός έχει το πολύ πι ψηφία. Επομένως ο 
Χ έχει το πολύ 1776 ψηφία, οπότε το ἀθροισμά τους είναι το πολύ 
9.17776 2 159984. 

Επομένως είναι Α ΞΙ599584. 

Ανάμεσα σε όλους τους φυσικούς αριθμούς που είναι μικρότεροι ή ίσοι 
του 159984 αυτός που έχει μέγιστο άθροισµα ψηφίων είναι ο 99990 Έτσι 
ομοίως προκύπτει ὅτι είναι Β 545. 

Ανάμεσα στους φυσικούς αριθμούς που είναι μικρότεροι ἡ ίσοι του 45, 
ο 39 έχει το μέγιστο άθροισμα ψηφίων, δηλαδή 12. Ο μοναδικός φυσικός 
αριθµός που εἶναι μικρότερος ἡ ίσος του 12 και είναι ισοὐπόλοιπος του 7 
modulo 9 είναι ο 7. Άρα το άθροισµα των ψηφίων του Β είναι 7. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 

Να προσδιορίσετε, µε απόδειξη. αν είναι δυνατόν ἡ όχι να βρούμε 
1975 σηµεία πάνω σε έναν κύκλο µε μοναδιαία ακτίνα, ἔτσι ώστε η 
απύσταση οποιώὠνδήποτε δύο απὀ αυτά να είναι ρητός αριθµός. 


Λύση 

Θα δείξουμε ότι υπάρχει άπειρο πλήθος σημείων πάνω στον μοναδιαίο 
κύκλο που είναι τέτοια ώστε η απόσταση μεταξύ οποιωνδήποτε δύο από 
αυτά να είναι ρητός αριθµός, Θα κατασκευάσουµε αυτά τα σηµεία ως 
κορυφές ορθογωνίων τριγώνων ΑΒΟΩ µε κοινή υποτείνουσα τη διάµετρο ΑΒ 
του µοναδιαίου κύκλου. 

Θεωρούμε ένα ορθογώνιο τρίγώνο µε πλευρές α, Ὁ, ο ρητούς αριθμούς 
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και α΄ αυ -ς”. 


Αν πολλαπλασιάσουμε τα µήκη αᾱ, Ὁ, ο τῶν πλευρών επί το κοινό 
παρονομαστή τους, ἑστω ᾱ, τότε οι προκύπτοντες ακέραιοι da, db. de 
ικανοποιούν το Πυθαγόρειο θεώρημα, αφού {44 ΄ . (40) 2 (de 

Σημειώνουμε ὅτι µία τριάδα (α.β.γ) θετικών ακεραίων α, β, Υ τέτοια 
ώστε α- -- β᾽ ΞΥ” ονομάζεται Πνθαγόρεια τριάδα. 

Είναι δυνατόν να κατασκευάσουµε άπειρο αριθµό τέτοιων τριάδων, αν 
πάρουμε τυχαίους φυσικούς αριθμούς πι, η και θέσουµε 

αξδιπη, βξ πι” --π- 
τότε 
αι ο η μασ τς 
γ΄ α΄ *48 Ξ [πι απ] ἡ γτπι Γπ'. 

Στο πρόβλημά µας, η υποτείνουσα Υ των τριγώνων θα είναι η διάµετρος 
του μοναδιαίου κύκλου, οπότε θα είναι ΥΞ2. 

Κανονικοιποιούμε την παραπάνω τριάδα (α.β,γ) πολλαπλασιάζοντας 


κάθε µέλος της επί ος 
m 





οπότε λαμβάνουμε µία Πυθαγόρεια τριάδα 





απ. 
να. ο 
Amn 2[πη " 
a, ὃς 4 Ξ 7 5æ —. δα, (2) 
ο) mꝰ Επ mꝰ 4n 
που είναι ρητοί αριθμοί. 


Κάθε διαφορετικό ζεύγος πρώτων μεταξύ τους φυσικών αριθμών πι, π 
παράγει µία διαφορετική τριάδα (α, 5.2). Επειδή οι τέσσερις γνωστές 
πράξεις μεταξύ ρητών δίνουν ὡς αποτέλεσµα ρητό αριθµό, είναι δυνατόν να 
κατασκευάσουµε άπειρο πλήθος Πυθαγορείων τριάδων της µορφής (1). τα 
στοιχεία τῶν οποίων θα είναι µήκη πλευρών ορθογωνίων µε κοινή 
υποτείνουσα µήκους 2 και κορυφές πάνω στο μοναδιαίο κύκλο. 
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Το τετράπλευρο ΑΒΟ/Γ, είναι εγγράψιµο, οπότε απὀ το Θεώρημα του 
Πτολεμαίου, θα ισχύει: 


2000 ται Ξ 8.0] ή ο ο, 6.b ajby). 
οπότε η απόσταση Οµ-. είναι ρητός αριθμός, αφού και οι αριθμοί 


δι. 8, Ὁι. Ὁ» είναι ρητοί αριθμοί. 


ΠΡΟΒΛΗΝΜΛλό 
Να βρεθούν όλα τα πολυώνυµα P, δύο μεταβλητών, µε τις 
ακόλουθες ιδιότητες: 


() το β είναι ομογενές βαθμού π. δηλαδή για τον θετικό ακέραιο 
π και για κάθε t,x, εί ισχύει 


P(tx,.ty) Ῥ (κι). 
(18) για κάθε a, bes Ἡ ισχύει 
PGGC. a) »x PEEAa, p) M Ρ(α--ρ.ς) -- θ, 
ο) (1.0) «1. 
Λύση 
Αν θεωρήσουμε αξ ὓξς, τότε απὀ (1) προκύπτει ότι 


3Ρ(24,4)50, γιακάθεαεξ, 
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δηλαδή το πολυώνυµο Ρ(κ.γ} μηδενίζεται για εκείνα τα ζεύγη (x.y) που 
ικανοποιούν την ισότητα κ-2ΥΞ0. Θεωρώντας το x ὡς μεταβλητή και το 
y ὡς παράμετρο, θα έχουµε 
Ρ(κ,γ) (κ -2γ)Ο(κ.ν). (0) 
όπου το Ο(κ. Υ} είναι ομογενές πολυώνυµο βαθμού ῃ--ἴ, 
Επιπλέον θα είναι 
Q.0)- P(O)SI. 
Η συνθήκη (Π] µε bæe δίνει 
P(b. )1yx 2P(4 4b. 6)20. 
η οποία µέσω της (1} γίνεται 
(20 --24)Ο(20,4)-2(4--9)Ο(α 0,9) 2(4--Β)[ Ο(α-- 5,9) --Ο(20,4)]-.0 


Επομένως θα είναι 
Q(a-b. b)- Ο(20,4).για 4. (2) 
Σημειώνουμε ότι η σχέση (2)ισχύεικαιγια α- bh. 
Επιπλέον, αν θέσουµε αΌὉξκ, Ὁξ Υ, τότε η (2) γίνεται 
Ο(κ.γ)ΞΟ(2γικ-γ) (3) 
Από την (3) μπορούμε να έχουµε τις διαδοχικές ισότητες 
Ο(κ.γ) 5 Ο(2Υγ,κ-γ)ΞΟ(2κ-27.3γ--κ)-Ο(όγ--2κ,Ἄκ--5γ]--.- (4) 
όπου το άθροισμα τῶν μεταβλητών σε κάθε περίπτωση εἶναι ΧΥ. Οι 
σχέσεις (4) συνοπτικά γράφονται και ὡς εξής 
Ο(κ.γ)ΞΟ(κτάἀ,γ-4). 
40,2Υγ-χ,χ-2γ,6Υ--λκ,..., 
όπου όλες οι παραπάνω τιµές του ἆ είναι διαφορετικές ανά δύο, για χ2Υ. 
Αν θεωρήσουμε συγκεκριμένες τιµές στα κ. y, τότε η εξίσωση ὡς προς 


Ο(κγἀ,ν-ἆ)-Ο(κ.ν}Ξ0 
είναι πολυώνυµική βαθμού n-l και για χ2γ έχει άπειρες λύσεις της 
µορφής 4Ξ0,2γ-κ,κ--2γ.... 


(5) 


|73 Διεθνή Μαθηματικἡ Ολυμπιάδα 1975 91 

Επομένως, για χ{:2Υγ.θα ισχύει 

Ο(κ-ἀ,γ-4)-Ο(Χ,γ)Ξ0,γιακάθε 4εξ. (6) 

Λόγω συνεχείας της πολυωνυµικής συνάρτησης Ο(κ,γ)}., η σχέση (6) 
θα αληθεύει και πάνω στην ευθεία κ-2γΞ0. Για ἆξγ προκύπτει 
Ο(κ,Υ)- Ο(κ-γ.0) και αφού το πολυώνυµο Ο(κ.γ) είναι ομογενές 
βαθμού π--Ι θα έχουµε 

Ο(κ,γ)Ξ ε(κ-»γ) εεξβ. 
Επειδή Ο(1.0)-1 έπεται ότι «Ξ 1, οπότε από την (1) έχουµε 


Ρ(κ,γ)τ(κ-2γ)(κ νο 


2* "τρόπος 
Συνοπτικά θα αποδείξουμε ότι η μοναδική συνεχής συνάρτηση Ρ/{κ, y) 
που ικανοποιεί τις σχέσεις (1). (1) και (11) είναι 


Ρ(Χ,γ)Ξ(κ--2γ)(κγ) 
οπότε η υπόθεση ότιτο Pſx.y) είναι πολυώνυμµο είναι περιττή. 
Κατ᾽ αρχήν αποδεικνύουµε ότι για τη συνάρτηση Γ(χ)ΞΡ(κ.Ι κ) :2 
αληθεύει η ισότητα 
((α-- 0) ἔ(α)-{(9), για κάθε a, δε R. (7) 
Επειδή επιπλέον η Γ είναι συνεχής, σύμφωνα µε ένα περίφημο θεώρηµα 


του Cauchy θα είναι 
{(κ)ὴξεχ, εΕεΕ. 


Αφού Γ(1)ΞΡ(1,0)4:253,0ᾳ είναι «-- 3 και 
Γ(Χ)ξΞΡ/(Χ,Ι -κ) 25 3κ 
Ρ(χ.Ι-κ)Ξ2κ-2, χεΒ. (8) 


Στη συνέχεια, αν aꝓbæO, θέτουµε στην () ι-α-ῦδ,. κΞ * 
a 





* 


γξ — οπότε λαμβάνουμε 
ἃ Ὁ 
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P(a. b)S (24b) -ἕᾱ- (9) 
— — 
Από την εξίσωση (8), για κ κα. λαμβάνουμε 
ή a — 
4ο αἲο) ab a4b 
οπότε απὀ την (9) προκύπτει ὅτι 
Ρ(α, ο) (ας 8). - * η οὰ (α-20), (10) 





αν αγυ-θ. Επειδή η συνάρτηση Ρ{κ.γ) είναι συνεχής η ισότητα θα 


ισχύεικαιγια αυ. 


Αντιστρόφως, είναι προφανές ότι το πολυώνυµο που δίνεται απὀ την 
(10) ικανοποιεί τις συνθήκες (1), (18) και (11) του προβλήματος. 


ο κ 


ενω οἳ 


Ι83 Αιεθνής Μαθηματική Ολυμπιάδα, 1916 


Τόπος Διοργάνωσης: Αυστρία (Λιντς -- Βιέννη) 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: E. Havwka -- Ο. Baron (Παν/μιο Βιέννης) 
Συμμετοχή: Ι9 χώρες µε δ το πολύ µαθητές η καθεμία. 
Νέες συμμετοχές: - 

Μέγιστη Βαθμολογία: 40 βαθμοί ανά µαθητή 

Οι δ πρώτες χώρες: Σοβ. Ένωση (250), Ηνωμένο Βασίλειο (239), 


Η.Π.Α. (158), Αυστρία (167), Γαλλία (1651, 
Ουγγαρία (160), Αν. Γερμανία (1421, 

Η Ελληνική ομάδα: Συμμετείχε και κατέλαβε την προτελευταία 
θέση. 


ΠΡΟΒΛΗΝΑ 1 

Σε ένα επίπεδο κυρτό τετράπλευρο εμβαδού 32, το άθροισμα των 
μηκών δύο απέναντι πλευρών του και µιας διαγωνίου είναι 16. Να 
προσδιορίσετε όλα τα δυνατά µήκη της άλλης διαγωνίου. 


Λύση 
Έστω ABCD ένα τετράπλευρο µε εμβαδόν (ΑΒΟΙ)]-:32 και 
AB-BDDCaIG. (1) 
Το εμβαδόν του τετραπλεύρου µπορεί να γραφτεί ως 
ΕΞΞΑΒ.ΒΡ:ΗΝΑΒΡ. 200: ΒΡ.ημΟῦΒ. (2) 


και όπως είναι φανερό εξαρτάται από τις γωνίες ΑΒΡΏ και CDB. 
Για να προσδιορίσουμε τα δυνατά µήκη της διαγωνίου Ας µε εμβαδόν 
ΕΞ32,θα βρούμε κατ᾽ αρχήν τη μέγιστη τιµή του Ε, όταν ισχύει η (1), 
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Ανεξάρτητα από το µήκος της διαγωνίου BD, το εμβαδόν του τετρα- 


πλεύρου ABCD γίνεται µέγιστο, όταν οι γωνίες ΑΒΏ και ΟΡΒ είναι 905, 
Επομένως, αρκεί να βρούμε το μέγιστο του εμβαδού 


ΞΒΡ:(ΛΒ Ρο). όταν ΑΒΒΗΩ-Πς-]16. (3) 


ς 





Α 
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Η συνάρτηση Ε Ξ5ΒΡ:(16-ΒΡ)---ΒΡ΄ 8B8BD έχει μέγιστο, όταν 


Ρ --ἕ--δ, μετιμή Ε - 32. Τότε ισχύει 
ΑΒΑ«ΡςΞΒΗΩΞ8 (3) 


Επομένως οι συνθήκες του προβλήματος ικανοποιούνται µόνον όταν ι- 
σχύει η σχέση (4) και στην περίπτωση αυτή θα είναι 


ΑΟ - ῄ(ΔΒ-ΡΟ)’ «ΒΡ΄ ΞψΙ28-8ν2, 


όπως προκύπτει απὀ το Πυθαγόρειο θεώρηµα στο ορθογώνιο τρίγῶωνο 
ΑΟΖ με 7-9005. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 
Έστω Ρι (κ) - κ΄ --2 και Ρ/(κ)- Ρ, (Ρ,, (κ)) για 15 2.1..... Να α- 


ποδείξετε ότι, για κάθε θετικό ακέραιο ῃ, οἱ ρίζες της εξίσωσης 
Ρ,(κ)- κ είναι πραγματικές και διαφορετικές ανά δύο. 
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Λύση 
Έχουμε P(X)⸗xꝰ-2 
Ρ, (κ)ΞΡι(χ’ -2]-(κ1-2) --ᾱ 


η (ο, (κ) - [ει] 2 
Ρ. (κ)ΞΡ(Ρ.. (κ) {δι (κ) -ᾱ, 


Αν θέσουμε χΞκχ(ι)]-2συνί µε τε[θ,π]. τότε χε[--2,2] και τα πο- 
λυώνυµα Ρι(κ). Ρ) (κ λεει, Ῥ, (κ) γίνονται: 


Ρ(κ(ι))- 4συν΄ι--2- 2συν2ι 


Ρ.(κ(ι))-:ΡΒι(2συν2!)-- 4συν΄2ι--2-- 2συνΗι 


Ρ,(χ(ι))--2συν2»τ, 
όπως εὖὐκολα μπορούμε να αποδείξουμε µε επαγωγή. 
Έτσι έχουµε 
P. () κε» 2συν2"{- 2συνί 
5 21Ξ2κπχι κεζ 
—12 τω ή — κεζ. 
2 --ἶ 2 8 
Επειδή είναι τε [0,π] θα πρέπει 





ος τς ή ος 
23 --ἰ 23 ΕΙ 


0ς2κς2"-Ι ἡ 0ς2κς2"γΙ, κε 








σπ, κεζ 


οκκκ2".-- ή ο«κκλ" ην. κεζ 


κε [θ,1,...,2”1.-Ι} ἡ κε(θι,...ν”']. 
Επομένως, έχουµε συνολικά 2:23) --25 διαφορετικές λύσεις; 


ιο Αυστρία ſAvre -- Βιέννη) 


3 
(50. — —————— ἑωλδ ο, 
23 --Ι 23 


οπότε έχουµε και 2” διαφορετικές πραγματικές τιµές του χΞ2συνι ὡς λύ- 
σεις της εξίσωσης Β,(χ)Ξκ. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Ένα κουτί σχήματος ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου είναι δυνατόν 
να το γεµίσουµε πλήρως µε µοναδιαίους κύβους, Αν τοποθετήσουµε, ὁ- 
σο γίνεται περισσότερους κύβους όγκου 2, µέσα στο κουτί, µε έδρες πα- 
ῥάλληλες προς τις ἑδρες του κουτιού, τότε γεµίζουµε ακριβώς το 4θὔο 
του κουτιού, Να προσδιορίσετε τις δυνατές διαστάσεις του κουτιού, 


Λύση 
Επειδή το κουτί γεμίζει πλήρως µε µοναδιαίους κύβους οἱ διαστάσεις 
του θα είναι φυσικοί αριθμοί, έστω αι.α., ας. O όγκος του κουτιού θα είναι 
Υ Ξαιανας, 


Έστω τώρα β, ο μέγιστος αριθµός κύβων όγκου 2 που μπορούν να το- 
ποθετηθούν κατά µήκος της ακµής α.. Η πλευρά αυτών των κύβων εἶναι 
ψ2 και θα ισχύει 

' α αι. . 

α-ᾖ2«β..ψλκα, ἵΞΙ:23 95 δσΙ«β σσ. [51.23 (1) 


οπότε ο αριθμός β, θα είναι το ακέραιο µέρος του αριθμού * . δηλαδή 


4 * 
μτφ, (51.23. (2) 


ο ὀγκος που καταλαμβάνουν οι παραπάνω µκύβοι είναι 
42β, .42β. «42. και καλύπτει το 400 του κουτιού. Ἔτσι έχουμε 
αιαραι 


5, 3 
βιβοβι ίά, 


40 
2β/β1β. Ξ- πω. η 


Πρέπει να προσδιορίσουμε όλους τους δυνατούς θετικούς ακέραιους 
που ικανοποιούν τις σχέσεις (2) και (3). Κατ᾽ αρχήν παρατηρούμε ότι πρέ- 
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πει αι, 21, γιατί διαφορετικά θα ήταν β, -0. Στη συνέχεια γράφουμε σε πἰ- 


α 
νακα μερικές τιµές γιατους α,.[,, σἩ 
Ι 





Θα δείξουμε ότι για α 5 8 είναι ο) Πράγματι, από την (1) προκύ- 
πτει ότι 


* α * αὖρ * ᾗρ 
β αι α-ϕ ι ἴσ 
K 


onote για α 28 θα είναι 





α. 126 
— —— 13 0 
μα. J 


Από το παραπάνω αποτέλεσµα και τον πίνακα προκύπτει ότι για α33 
είναι 


ά 
— 8 — 
Π 3 (5) 


Αν τα αι,α.,αι ἦταν όλα μεγαλύτερα ἡ ίσα του 3, τότε θα είχαμε 


3 
— { ) ou αντίκειται στην (3). Επομένως, ένα τουλάχιστον απὀ τα 
21 


αι.α., αι, ἑστώ το αι θα είναι 2. Τότε θα είναι βι Ξ1 και 
5 
——— (6) 
883 3 
Ππ. 
Από την (1) είναι β, 5 12 2.3 οπότε 
την (1) είναι β . 
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και έτσι απὀ την (6), για ĩ -- 3, προκύπτει 
αρ 5 βι . Ἱ 


5——22. 
β. 2 αι 2 ᾖρ 


Ομοίως από την (6), για 1-2, προκύπτει ότι ος 2. Από τον πίνακα 
3 


και τη σχέση (4) παρατηρούμε ότι είναι 58 εκτός εάν είναι α-2 ἡ 


2 
α-»5. Επειδή 5 2. παρατηρούμε ότι η (6) θα αληθεύει όταν ένα 


. ᾱ, 
τουλάχιστον απὀ τα α..αι είναι 5, ἑστω α. -5. Τότε θα είναι ------- και 


.) 


απὀ την (6) προκύπτει ότι -Ἡ — 
Άρα θα είναι αιΞ3, β:Ξ2 ij α.Ξ6, βι-4 και τελικά οι δυνατές 
διαστάσεις του κουτιού είναι 2.3.5 ἡ 2.5.6. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 


Χα προσδιορίσετε, δικαιολογώντας την απάντησή σας, το μέγιστο 
Ὑινόμενο τῶν θετικών ακεραίων που έχουν άθροισµα 1976. 


Αί 

Ο αριθμός των διαφορετικών διαµερίσεων του 1976 σε θετικούς ακε- 
ραίους είναι πεπερασµένος, οπότε και ο αριθµός τῶν αντίστοιχων γινοµέ- 
vov θα είναι πεπερασµένος, οπότε το σύνολό τους θα έχει μέγιστη τιµή. Ε- 
ποµένως το πρόβλημά µας έχει λύση. 

Υποθέτουμε ὅτι οι ακέραιοι αι, ἅγνι..  ἂμ έχουν άθροισμα 1976, δηλα- 
δή 

8, Γ.Γ Έα ΞΙ916, 

και θεωρούμε το αντίστοιχο γινόμενό τους Π]-αιὰ. -- Ἂμ. 

Παρατηρούμε ότι είναι δυνατόν να αντικαταστήσουμε κάποιους από 
τους αριθμούς α, µε κάποιους άλλους έτσι ώστε το άθροισµα τῶν η αριθ- 
µών να µην αλλάζει, ενώ το γινόμενός τους να μεγαλώνει. 
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Για παράδειγµα, αν υπάρχει αριθµός 4,24 και τον αντικαταστήσουμε 
µε τους αριθμούς 2 και ἆι-2 τότε το ἀθροισµά τους είναι πάλι 
[αι -2)-8ι. ενώ το γινόμενό τους είναι 

σ[αι -2)]Ξ 2a - 422,. 
Η τελευταία ανίσωση αληθεύει, γιατί είναι ισοδύναμη προς την αι24, 


που ισχύει. 

Με την παραπάνω διαδικασία είναι δυνατόν να αντικαταστήσουμε ὁ- 
λους τους αριθμούς που είναι μεγαλύτεροι του 2 µε δύο άλλους που τελικά 
θα είναι 2 ἡ 3 και το τελικό γινόμενο θα είναι μεγαλύτερο ἡ ίσο απὀ το αρ- 


χικό. 
Επιπλέον, αν υπάρχει όρος α, Ξ1, τότε εἶναι δυνατόν να αντικαταστή- 


σουµε το ζεύγος a Ξ1, 21, µετον αριθµό αι ΣΤ, γιατί έτσι το άθροισμα 
παραμένει αναλλοίώτο, ενώ το γινόμενο μεγαλώνει. 

Τελικά µετά απὀ τις παραπάνω αντικαταστάσεις, εκτελώντας ὅσες 
χρειάζονται, καταλήγουμε σε ένα γινόμενο της µορφής 
πάς αν 

Αν είναι πΙ23, αντικαθιστούμε κάθε τριάδα απὀ 2 µε άθροισμα 
2432426, µε µία δυάδα απὀ 3, που έχουν το ίδιο άθροισμα, ενώ για τα 
γινόμενα ισχύει ὅτι 

2) 58«9-.3:. 
Έτσι καταλήγουμε σε γινόμενα της µορφής 
27.3), µε κΞ0,1,2, 

Επειδή είναι 1976--3.658432 η καλύτερη διαµέριση συνίσταται απὀ 

658 τριάρια και ένα δύο, είναι δηλαδή 
πι Ξ αν 2*658 3 Ἆρεο — J 

15 ς 


Το μέγιστο γινόμενο είναι 11 - 2’ 


ΠΡΟΒΛΗΝΑ 5 
Θεωρούμε το σύστημα των ῥ εξισώσεων και ᾳ- 20 αγνώστων 


Σι. XJz x, 
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ö——— — — ———— ———— ⏑ ο — 


ΑΧ, ΑΧ) ν— 0 
Άλι Χι Χο Ἐ Γ ΧΞθ ι 
νι 


κ... ......... 


ριλι ΤΝ} τν τν Χῃ πο 


του οποίου κάθε συντελεστής αμ είναι στοιχείο του συνόλου {1.9.1}. 
Χα αποδείξετε ότι το σύστημα έχει µία λύση (κ, νΧλν- νι) τέτοια 


ώστε: 
(α) χκιεζ.γιακάθε - κ... να. 
(Ρ) υπάρχει ένα τουλάχιστον κι 0, 
ϱ). Ἱκὴςα, για κάθε - 1.2... ᾳ. 
Λύση 


Έστω (Υι 2 — γα) είναι µία η-άδα ακεραίων µε 5 ρ. 1Ξ1.2,...4.. 
Το σύστημα (Σ) γράφεται ισοδύναμα ὡς 
αι, Ξ0, τΞ1.2....,Ρ. 
— 
Επειδή οι συντελεστές αμ, ανήκουν στο σύνολο {-1.0.1} θα έχουµε για 
χι Ξγι, ΓΞ],2...... 


λα ⸗ h. ho.ſ⸗ ο. ή ρῃς αγ, ερα, 








οπότε o ακέραιος αν, ΓΞ1,2,....Ρ µπορεί να πάρει συνολικά 


1 
2ρᾳ * l τιµές και η ρΡ-άδα 
υἩ (1) 
:Ξ .ἱ εΞ] 
θα έχει συνολικά το πολύ (2ρᾳ-Ε 1)’ διαφορετικές μορφές. 
Επιπλέον, επειδή είναι 


ο --ο---ᾱ----ς παπι. 
PSYy; SP. yje Z. 1Ξ]ν2.. να. 
για κάθε γι υπάρχουν 24l διαφορετικές επιλογές και συνολικά µπο- 
ρούμε να κατασκευάσουµε (2ρ 491) διαφορετικές α-άδες (Ύι 29... ὅα) 
και αφού ᾳ - 2Ρ θα είναι 


(ορ ει)" -(2ρ.!) -[ορκι)τ Ξ(αρ᾽ ApæiP. 


Ἔτσι έχουμε διαπιστώσει ὅτι υπάρχουν το πολύ (αρ᾽ 34Ρ- i ᾳ-άδες 
ΛΙ Α µε στοιχεία ακεραίους και γής ϱρ, 1Ξ1,2.... 4, ενώ υπάρ- 
χουν το πολύ (2ρᾳ 1) - (αρ” ο i Ρ-άδες της µορφής (1). 


Επειδή είναι (231) (231). σύµφωνα µε την αρχή της περιστε- 
Ροφωλιάς θα υπάρχουν δύο τουλάχιστον διαφορετικές ᾳ-άδες που θα δίνουν 
την ίδια ρ-άδα της µορφής (1). Έστω ότι δύο από αυτές είναι οι 


J— και (ζ,,22.... Ἔφ)- 
Θα δείξουμε ὅτι η α-άδα —— — με χιΞγι-2ι. i8L2.... 
αποτελεί λύση του προβλήματος, 
Κατ᾽ αρχήν έχουµε αι μαι, Γ1.2.....Ρ. 


(5! 124 
οπότε θα είναι 


αμα, Ξ σε, (νι -2ι)Ξ Σο αμα, κό, 


— — J 
δηλαδή η 4-άδα (κι Χνιιι Χα) είναι λύση του (Σ). 
Επιπλέον ισχύουν; 
(α) χι Ξγ,-ΖιΕεὔ, για κάθε 1Ξ1,2.,... ᾳ. αφού γε”. 
(β) Επειδή ΛΑ 3 τότε [κιν κοωννΧη) 2θ.0....6). 


() κξ]γ, -τι]ςγι/-]σὴς2ρ-α., αφού είναι [γι] 5 και |2/5Ρ, 
για κάθε 151.2....,4. 
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ΠΡΟΒΛΗΝΜΛό6 

Η ακολουθία (ας) ορίζεται από α2, υ Ξ 50 και 
u ξαι (ως -2)--αι .ΠΞ 1.2... Να αποδείδετς ότι για κάθε θετικό 

J 
ακέραιο ισχύει 
Σ.--(--)' [3 
ο. 

όπου µε [κ] σημειώνουμε το ακέραιο µέρος του κ, δηλαδή το μεγαλύτε- 
po ακέραιο που είναι μικρότερος ἡ ίσος του κ. 


Λύση 
Κατ᾽ αρχήν έχουµε 
2 
5 5  ὃ 5ι(5 οἱ ο ο 





65/5 5 1025 Ι0251 651 5 4194305 
υ,Ξιτ -{ -2]ἱ---Ξξ-, u — --ι -δ|---Ξ 
812 } ας ο πηῃ 2 2048 


Για τους όρους που ακολουθούν οι πράξεις δυσκολεύουν, οπότε προ- 
σπαθούµε να βρούμε έναν κανόνα για την παραγωγή τους µε τη βοήθεια 
των όρων που έχουµε υπολογίσει. Παρατηρούμε λοιπόν ὅτι οι παρανοµα- 
στές είναι δυνάμεις του 2, ενώ οι αριθµητές γίνονται δυνάµεις του 2, αν 
τους αφαιρεθεί µία μονάδα. Ἔτσι έχουµε 














241 241 
ud —2 42 ——2262 

2 2 

6 10 

241 2'".-ΕΙ ” « 
υς Ξ- -2ἱ «23μ.Ξ ος νο μα 
3 —* 4 23 5 


Καταλήγουµε λοιπόν στο συμπέρασμα ὅτι ο γενικός όρος αι, της ακο- 
λουθίας θα είναι τῆς µορφής 


u 205). 2”105), (1) 


όπου Γ(π} είναι µία ακολουθία που πρέπει να προσδιοριστεί. 
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Επειδή για 20, ο όρος αν φαίνεται να είναι κλάσμα μικρότερο 
του 1, οπότε δεν συνεισφέρει στο ακέραιο µέρος του α;, ὑποψιαζόμαστε ὁ- 
τι η ακολουθία Γ(π} πρέπει να είναι τῆς µορφής που δίνεται στην εκφώνη- 
ση της άσκησης, ὁηλαδή 


[τα 
[(α) 55 -(-ι)) (2) 
το οποίο και αληθεύειγια η Ξ 1.2.3. 
Παρατηρούμε ότι Γ(π)20 για κάθε π 1.2... και 323 --(--!), για 
κάθε ηΞ],2...., αφού από 25 --Ι(πιοά ᾖ) έπεται ότι 23 5 ( (πιοά 3) 
και 27 --(--ἴ) εθ(πιοά 3). 


Επιπλέον η µορφή (2) ικανοποιεί και την υποψία µας ὅτι 215) «Ι . για 
κάθε πΈΞ1.2.... 


Στη συνέχεια υποθέτουμε ὅτι η σχέση (1) αληθεύει για όλα τα Κζη 
καιθα αποδείξουμε ὅτι αυτή αληθεύει και για το π ΕΙ. Έχουμε τότε 


πο -2---(1ὸ 29] /9) ε1 0-5 


-- οἱ (αλ λΗ(-) ν 2 Μ(α)-αέ(α-ἳ) ον οἵ (9) 2Η(9-ἳ) 2 (1) 2ή(κ-) ᾿ 
Επιπλέον έχουµε ότι 
Ι n 2 η--] 
— 
Ι 


— — ... 


—DV— 22 


πα. -(-ι) — 4. 


2 


μα 1 κα 
--. 2 — 4 


— 


... ες ο) σου - (-ἳ 


((α) 24 (1-')-ς-2’ 
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Επομένως έχουµε 
ος οκ κακο * 


⸗ οι (1) 4 


οπότε, σύμφωνα µε την αρχή της τελείας επαγωγής η σχέση (1) αληθεύει 
για κάθε θετικό ακέραιο η, 





χκικ μηΟ 
ολο 91) 
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Τόπος Διοργάνωσης: Γιουγκοσλαβία (Βελιγράδι) 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: V. Dajovie (Γαν/μιο Βελιγραδίου) 
Συμμετοχή: 20 χώρες µε δ το πολύ µαθητές η καθεμία. 
Νέες συμμετοχές: Δυτική Γερμανία, Αλγερία 

Μέγιστη Βαθμολογία: 40 βαθμοί ανά µαθητή 

Οι δ πρώτες χώρες; Η.Π.Α. (202], Σοβ. Ένωση (192],. Ηνωμ. 


Βασίλειο και Ουγγαρία (190), Ολλανδία 
(185], Βουλγαρία (172), Δυτική Γερμανία 
(165], Αν. Γερμανία (163). 

Η Ελληνική ομάδα: Λεν πήρε µέρος. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 

Νέσα στο τετράγὠνο ABRCD κατασκευάζουµε ισόπλευρα τρίγὠνα 
ABK. BCL. COM και ΡΑΝ. Χα αποδείξετε ότι τα µέσα τῶν τεσσάρων 
τμημάτων ΚΙ. ΤΝ, ΝΤΝ, ΝΚ καιτα µέσα τῶν οκτώ τμημάτων ΑΚ. BK. 
μι. ο. CM. ΡΜ, ΡΝ, ΑΝ είναι οἱ δώδεκα κορυφές ενός κανονικού 
δωδεκαγώνου. 


Λύση 

Έστω Ο το κέντρο του τετραγώνου, Επειδή οι διαγώνιοι ΑΕ, ΒΕΌ, ὅπως 
και οι ευθείες ΜΚ. Ι.Ν, είναι άξονες συμμετρίας του τετραγώνου, κάθε 
στροφή του τετραγώνου κατά 905 (ἡ πολλαπλάσιο των 905], αφήνει το 
σχήµα αναλλοίώτο. Επομένως είναι αρκετό να δουλέψουμε στο χωρίο του 
επιπέδου που ορίζεται μεταξύ τῶν ημιευθειών ΟΑ και ΟΙ., και στη συνέχεια 
µε διαδοχικές συµμµετρίες ὥς προς την ΟΑ, ΟΜ και Ι.Ν θα παράξουµε ολό- 
κληρο το σγήµα. Ονοµάζουµε τα µέσα τῶν τμημάτων ΑΚ., 1 Μ, ΑΝ, .., ᾱ- 
ντίστοιχα P. Ρ., Βι..... (ὅπως στο σχήμα) 
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μμ 


("δὴ 


ὧν 


Σχήµα 75 
Επειδή είναι. ΑΚΞΑΡΌ και ΑΚ --ο0” --605 -- 305 θα έχουμε 
ΑΡΕΚΞΑΚΡ Ξ«Τ5”, Επομένως τα ίσα ισοσκελή τρίγώνα CDK. Β6ΟΝ, 


ΑΒΜ, DAL θα έχουν τις παρά τη βάση γωνίες ίσες µε 15”. Επομένως τα ὁ- 
µοια τρίγώνα ΑΜΙ, ΒΝΜ, ΟΚΝ και DLK είναι ισόπλευρα, ἑστῶ µε πλευρά 
β. 













Το τµήµα ΟΡ, συνδέει τα µέσα των πλευρών ΑΚ. και ΑΟ του τριγώνου 
AKC., οπότε είναι παράλληλο προς τη βάση ΚΟ και ίσο προς το μισό της, 


δηλαδή ΟΡΙ B8* Λόγω συμμετρίας, θα είναι OLDC., οπότε θα είναι 
ΙΟΡΞΡΟΚΞΙ5", και αφού ΑΟΙ, Ξ 45”, θα είναι και ΡΙΟΡ. Ξ305, Επει- 
δή είναι ΑΟ Ι ΟΒ., η ΟΒ θα διχοτοµεί τη γωνία ΜΒΝ, οπότε θα είναι 
ΒΟ ! ΜΝ. Επομένως ΜΝΙ ΑΟ και ΟΡ, Ξ ΜΡ. . δηλαδή ΟΡ, ΞΟΡ.. 
Λόγω συμμετρίας ὡς προς την ευθεία ΟΑ, θα έχουµε ΟΡ.ΞΟΡ.. 
Ρ.ΟΡ. --305 και ΡΙΟΜ -Ι53. Στη συνέχεια µε συμμετρία ὡς προς την ευ- 
θεία ΟΜ διαπιστώνουμε ότι και τα τµήµα ΟΡ,.ΟΡς και ΟΡ, έχουν µήκος 


: και ότι ΡΙΟΡ, ΞΡΙΟΡ. ΞΡ.ΟΡς -305. 


Τέλος θεώρώντας συμμετρία ὡς προς την ευθεία ΤΝ διαπιστώνουμε ότι 
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έχουµε συνολικά 12 σηµεία Β/.Β.,...ν ο που βρίσκονται σε κύκλο κέ- 
ντρου Ο και ακτίνας ; και τέτοια ώστε ΡΟΡ./Ξ 303, 1Ξξ1,2,... 11, 
Ρ 10ΡΙ -- 305 . 

Επομένως τα P. Βι,...  Βι είναι οἱ κορυφές ενός κανονικού δωδεκα- 
γώνου. 


Παρατήρηση: Το πρόβλημα µπορεί να λυθεί και µε Αναλυτική Γεωμε- 
τρία ὡς προς τους άξονες χΟΥ που φαίνονται στο σχήµα. Αν υποθέσουμε ὁ- 


τι είναι Α(-2.2), Β(2.-2). 6(2.2). Ὀ(-2.2), τότε είναι Κθ,2ν92 -2], 
Ι(2-293.0],. Μ(0,2-293),. Ν(299--2.0) και Ρι(-1νβ-2). 
Ρ.{1--ν.Ι να). Ρι(ν1 --2.-Ι]. (ο8))’ -(ορ)΄ - (0Ρ,)΄ -ᾱ--4ψ3 και 


(Ρ/Ρ, }΄ — (2y. — 2810v5. 

Χρησιμοποιώντας συµµετρίες μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι όλα τα 
µέσα Β,, Β.,.... Ῥω απέχουν απὀ το Ο απόσταση 292 --ἡ3 και ὅτι όλες οι 
πλευρές του δωδεκαγώνου έχουν µήκος 297 -4νδ. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

Σε µία πεπερασμένη ακολουθία πραγματικών αριθμών το άθροισμα 
οποιωνδήποτε επτά διαδοχικών όρων της είναι αρνητικός αριθµός και 
το άθροισμα οποιωνδήποτε ένδεκα διαδοχικών ὁρῶν της είναι θετικός 
αριθµός, Να προσδιορίσετε το μέγιστο αριθµό όρων της ακολουθίας. 


Αί 
Έστω Χ, 18, σι...  ἂμ µία πεπερασμένη ακολουθία που ικανοποιεί τις 
συνθήκες του προβλήματος. Γράφουµε έναν πίνακα µε 7 στήλες και η 
γραμμές, ὅπως φαίνεται παρακάτω. 
ι ἃρ ἂν ἂι ἃς ἃς ἃ 
ϐ» ἵ ὃι ἃς ἃς ἃ ἃ 
ἃς πι ἃς ας 47 ag 40 


δι] 
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Παρατηρούμε ότι κάθε γραµµή του πίνακα έχει ὡς στοιχεία µία επτάδα 
διαδοχικών όρων της ακολουθίας, ενώ κάθε στήλη (χρησιμοποιώντας µόνο 
1 γραμμές) έχει ὡς στοιχεία µία ενδεκάδα διαδοχικών ὁρῶν της ακολουθί- 
ας, 

Αν είναι δα, δι Εμ, ΓΞξ δεν Ε] το άθροισμα των στοι- 


χείων της {-γραμμής του πίνακα τότε θα είναι 5, «0 ν1Ξ1,2.... 11 και 
οτι Γον" Γδις (1) 


Αν είναι Στα ται Ἕδμιοι ΓΞ Ίνδνινν Τε το άθροισμα των στοι- 

χείων της Ἱ-στήλης του πίνακα, τότε θα είναι Σ:20 ν 1: 1,2ε..ι 11 και 
ΣΞ Σι 2 σι 20. (2] 

Όμως πρέπει να είναι 5 Σ., οπότε οἱ σχέσεις (1} και (2) οδηγούν σε ἆ- 
τοπο, 

Επομένως η ακολουθία Χ., δεν είναι δυνατόν να υπάρχει µε n217. 
Στη συνέχεια θα δείξουµε ὅτι ορίζεται η ακολουθία Χ, µε ηΞΙ6 ή µε 
π«Ι6, οπότε ο ζητούμενος μέγιστος αριθµός θα είναι ο 6, 

Μία ακολουθία Χ. µε 16 όρους που ικανοποιεί το πρόβλημά µας είναι 


η 5.5. 19ο, 13.3. 3. 13.3. ο, 12.3. 


ενώ οποιοιδήποτε π διαδοχικοί όροι, µε IISn SIG, της παραπάνω ακολου- 
θίας οδηγούν σε ακολουθία που ικανοποιεί το πρόβλημά µας, 

Στη συνέχεια θα προσπαθήσουμε να εξηγήσουμε τον τρόπο εύρεσης 
της παραπάνω ακολουθίας µε 16 όρους. Ὑποθέτουμε ότι έχουµε µία ακο- 
λονθία X, µε Ι6 όρουςπου διαβάζεται οµοίῶς απὀ αριστερά προς τα δεξιά, 
αλλά και από δεξιά προς τα αριστερά, της οποίας το άθροισµα οποιωνδήπο- 
τε επτά διαδοχικών όρων είναι --ἶ, ενώ το άθροισμα οποιωνδήποτε ένδεκα 
διαδοχικών όρων είναι l. Τότε θα έχουµε 


δι 82 Ες Γς Γἃς Γὰς αγ Ξ-] 
a Έδι ας τὰς τὰς Γ8 ἃκξ-] 
δν Γι, τὰς τὰς δι Γὰς Γ8ςΞ-ἰ 
ἃι τὰς -ς 81 ες Γὰς -α- -ἶ 


ἃς τὰς Γ 8. τἃς ὓἃκ *47 τας 5 --ἰ, 
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Αφαιρώντας κάθε εξίσωση απὀ την προηγούµενή της λαμβάνουμε 
πι τς, 42 Ἐκ. ἃν 2457. a. Ξας. 
Επίσης έχουµε 


8ι 8, 8 Γι ᾶς τὰς δη Τᾶς Γὰς Γα}ταςΞ] 
ἃλ Γι 8, Γἃς ἃς 8) Γρ, Γᾶς αγ τας ΓᾶςΞ] 
δις τς Γς 8 τς ἃκ Γὰ Γᾶς Ες Σα ΞΙ. 


απὀ τις οποίες µε αφαίρεση κάθε µιας απὀ την προηγούμµενή της λαμβάνου- 
με 
Ἡν π ἃς και ντι. 


Επομένως η ακολουθία θα έχειτη µορφή 
«τιν νι ἅρι κι ἄν γι ἅ νε νι τν ἄν πε ανν ἂν ᾿ 
όπου το ἀάθροισµα οποιωνδήποτε επτά διαδοχικών ὁὅόρων εἶναι 
δα, «2.ςΞ--ἶ και το άθροισμα οποιωνδήποτε ένδεκα διαδοχικών όρων εἰ- 
ναι δαι -2α. Ξ1, οπότε έχουµε το σύστημα: 
58] 4 2a3 * 424 
(3) 
δα, * 38. * 1 
Άρα είναι a— S. uJ -IB, οπότε έτσι προκύπτει η ακολουθία που ἑ- 
γουµε ήδη αναφέρει, 


Παρατήρηση 

Οι αριθμοί --ἰ και { θεωρήθηκαν για λόγους απλούστευσης των πράξε- 
ὧν. Αν αντί αυτών θεώρούσαµε τους ακέραιους α «0 και 520, αντιστοί- 
χως, τότε πάλι το σύστηµα 


δα, Γ28ςΞ- 8 
(4) 
δαι 3αςΞ0Ό 


έχει ακέραιες λύσεις, αφού η ορίζουσα Ὦ του πίνακα του είναι --]. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 
Έστω ῃ δεδοµένος ακέραιος, π 2 και ἑστω Υ. το σύνολο τῶν ᾱ- 


κερσαίων 1kn, κΞ 1.2... Ένας αριθµός πιε λέγεται µη αναλύσι- 
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μος ſindecomposable) στο Ύ,., αν δεν υπάρχουν αριθμοί ρ.αε V, τέ- 
τοιοι ώστε ρα ξηι. 

Χα αποδείξετε ότι υπάρχει αριθµός τε Ὑ. ο οποίος µπορεί να εκ- 
φραστεί ὡς γινόμενο µη αναλύσιμων στοιχείων στο V, µε περισσότε- 
ρους απὀ έναν τρόπους, [Γινόµενα που διαφέρουν µόνο ὡς προς τη διά- 
ταξη τῶν παραγόντων να θεωρηθούν ὡς ἴδια]. 


Λύση 

Το σύνολο Ν, ξία:μ 21 και Ἡ Ξ Ἰέπιοά )) , 

Το V, είναι αλγεβρική δοµή (ο συνήθης πολλαπλασιασμός) αφού τα 
στοιχεία του, που απὀ τον ορισμό τους χαρακτηρίζονται απὀ τις σχέσεις 

u Ξ 1(πιοάπ) και 21, 

έχουν την ιδιότητα ότι το γινόμενο οποιωνδήποτε δύο απὀ αυτά είναι στοι- 
χείο του Υ., δηλαδή το σύνολο V, είναι κλειστό ὡς προς την πράξη του 
πολλαπλασιασμού, αφού 


(1 Κμι)( Κι) (Κι Εκ. Κικιπ). 


με Κι ΓΚ, Εκικπεῦσ. 

Τα µη αναλύσιµα στοιχεία του V, παίζουν το ρόλο τῶν πρώτων αριθ- 
µών στο σύνολο των φυσικών αριθμών. Η ἴδια μέθοδος που χρησιµοποιεί- 
ται για την ανάλυση ενός φυσικού αριθμού σε γινόμενο πρώτων παραγό- 
ντων µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για την απόδειξη της ανάλυσης ενός 
στοιχείου του Ἡ, σε γινόμενο µη αναλύσιµων στοιχείων του Υ.. Αυτό που 
θέλουµε να αποδείξουµε στο πρόβλημά µας εἶναι το ότι, σε αντίθεση µε 
τους φυσικούς αριθμούς, η παραγοντοποίηση σε µη αναλύσιµα στοιχεία του 


V. δεν είναι µονοσήμµαντη. 
Ἔστω αξπ- 1. 8Ξ2π--1 και ορίζουµετοτωῶς εξής 


γΞ (α) (ο |- (0) (0). (1) 
Επειδή αξΞ 85 --Ι(πιοάπ), έχουµε ότι a, be Υ., ενώ α΄ ab, hꝰ ΕΝ, 
αφού α΄ ΞαὐΞΌ΄ 5 1(πποά η). 
Θα δείξουμε ότι το α΄. είναι μη αναλύσιµο στο V, . Πράγματι, αν το α΄ 
ήταν αναλύσιµο στο Ν, θα υπήρχαν Κι.Κ.ε Ν΄ έτσι ώστε 
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a (1  Κμι)(1ς Κ.π) 
α 5 1. (Κ, Κο )η 4: ΚιΚοπ΄ 
α- Π” Ξ(α 1), 
που είναι άτοπο. 
Επιπλέον, ο µη αναλύσιµος αριθμός α΄ δεν είναι διαιρέτης του αὖ, ᾱ- 


φού 
ο μμ 
a“ a ἢη-ἱ π--ἰ 
δεδομένου ότι π22. 
Επομένως η εξίσωση (1) οδηγεί σε δύο διαφορετικές παραγοντοποιή- 
σεις του Γσε µη αναλύσιµα στοιχεία του ., αφού ανεξάρτητα απὀ το αν 


είναι ἡ όχιτα bꝰ και ab αναλύσιµα στοιχεία, ο παράγοντα α΄ δεν µπορεί να 
είναι ένας απὀ τους παράγοντες του ab. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 
Δίνεται η συνάρτηση 


Γ(0) -- 1 -- ασυνθ -- νημθ -- Ασυν2θ-- Βημ20, 

όπου α. h. Λ., Β είναι σταθεροί πραγματικοί αριθμοί. 

Να αποδείξετε ότι, αν ισχύει {(0)320 για κάθε θε R, τότε θα ισχύ- 
ει 

αυ) «2 καιλ; Ε; «1. 
Λύση 
2 2 
Έστω να” 4 hꝰ Ξτ. Τότε στ] ή] Ξ{, οπότε υπάρχει γωνία α τέ- 
r Γ 


τοια ὥστε 


2 1— 


Ἔσυνα και ω ημα. 
r 


Έτσι έχουµε 
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πσυνθ -- Ρημθ - ή :συνθ τμ) 
Γ Γ 


Ἔτ(συνασυνθ · ημαημθ) 
Ξτσυν(θ--α). 
Οµοίως, αν θέσουµε 


/Α2«Β7 -Ε και ολ ω ημ2β, 
κ κ 
θα έχουµε 
Α B 
Acuv20 Βημ2θ- κ[ FZovwee J νου) 
ΞΚ (συν2ῇβσυν2θ - ημ2βημ20) 
ΞΚσυν2(0--β). 
Σύμφωνα µε τα παραπάνω η Γ(0} γράφεται 
[(0)Ξ:1--τσυν(θ--α)-- Κσυν2(0--β). (1) 


Για —— και ϐ .α- από την (1), λαμβάνουμε τις ισότητες: 


{ανα |θι--ᾖ -Βσννο α-ρ”τ | (2) 
({.-ᾱ|-ι --ᾖ Κουν α-ρ--ἲ] (3) 


Αν εἶναι {2 ψ2, τότε Fro. και επειδή 


π π 
2α-βγ-|-Σα-β--- |Ξπ. 
————— 
τα συν α-β.ῇ συν α-β-ἲ- θα έχουν αντίθετα πρόσηµα και µία 


από τις παραστάσεις 


Μσυν αρ. ὰ | Κσυνα--ᾱ] 
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θα είναι θετική, θα έχουµε ότι το δεξιό μέλος µιας εκ τών εξισώσεων (2), 


(3) θα είναι αρνητικό, οπότε και µία τουλάχιστον απὀ τις τιµές [ ς η) 


[ (κ-τ] θα είναι αρνητική, το οποίο αντίκειται στην υπόθεση ὁὅτι 


{(0)20 γιακάθεθεἈ. 
Επομένως θα είναι αυ «2. 
Οµοίως βρίσκουμε τις τιµέςτης Γσταβκαιβ επ. 
Γ()5]1--τσυν(β--α)--Ε (4) 
και 
[(β-π)-Ἱ--τσυν(β--α -π)-ΚΕ. (5) 
Αν είναι Κ ΣΙ, τότε Γ-Κ «0 και επειδή 
(β-α-π)-(β-α)-π, 
µε το ίδιο σκεπτικό όπως παραπάνω, καταλήγουμε σε άτοπο. 
Επομένως είναι ΕΞ ΑΒ ςΙ. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 


ἜἝστω α και Ὁ είναι θετικοί ακέραιοι. Όταν ο α΄ Ευ; διαιρείται µε 
το αὉ, το πηλίκο είναι ᾳ και το υπόλοιπο είναι τ. Χα βρείτε όλα τα 


ζεύγη (a.h) που είναι τέτοια ώστε ᾳ) «τΞ 1977. 


Λύση 
Δίνεται 
α ερ; Ξα(αθ)ητ, θστςαὉ (1) 
και 
α ΕΞ 1977 (2) 
Ἔτσι έχουµε 
ᾳ «Ιο77-4” ες” -α 8 (3) 
και 
α” εὐ- Ξο(α «θ)εγς(ᾳ ΕΙ)ία-θ). (4) 


οπότε θα είναι και 
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μμ μωωοκωοοσωωιμωσοςωωω ο ος — —4— 


2 «(ᾳ *x )a4b). (5) 
αφού 240 σα” «ὐ”. 
Με πρόσθεση κατά µέλη τῶν (4) και (5) λαμβάνουμε 
(4464 20*1)5446) 
ἠαγυς2ᾳ-2 ἡτελικά α.ος2ᾳ-1. 
Τότε απὀ την (3) λαμβάνουμε 
— «Ι9Τ7Τς4 42441 -(4!).. (6) 
Ο μοναδικός ακέραιος που ικανοποιεί τις ανισότητες (6) είναι ᾳ-- 44, 
οπότε προκύπτει απὀ την (2) ὁτι τ-- 41. Έτσι απὀ την (1} έχουµε 
α” Εὐ- Ξ 441 1440-41, ἡ 
(a-22* (- 22 -- 1009. (7) 


Έχοντας στο μυαλό µας τα τετράγωνα ακεραίων µέχριτο 22” --484, ὁ- 
τι αυτά καταλήγουμε σε 0, 1, 4, 9, 6, 5 και τις διαφορές τους από το 1009, 
καταλήγουμε ότι η μοναδική αναπαράσταση του 1009 σε άθροισµα τετρα- 
γώνων είναι η 


Ι5” «28 -- 1009, 
οπότε θα έχουμε 
α--22/ΞΙ5.[0--22]-28 ἡ |α--22]--28,.[0--22- 15 
954-22-345.0-22Ξ34328 (τέσσερις περιπτώσεις) 
ἡήᾳπ-22-322δ,0-22-315 (τέσσερις περιπτώσεις), 
«5» (4,0) -- (37,50) ἡ (α,ϱ) - (7,50) ἡ (α,ϱ) - (50.31) ἡ (4. ϱ) - (50,7). 


ΠΡΟΡΛΗΝΙΛό 
Ἔστω { (η) είναι συνάρτηση µε πεδίο ορισμού το σύνολο τῶν θετι- 
κών ακεραίῶών και µετιμµές στο ίδιο σύνολο. Να αποδείξετε ότι, αν 


Γ(α-- 1) 5 ε({ (α)) 
για κάθε θετικό ακέραιο ῃ, τότε 
Γ(π)--π., για κάθε η. 
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Λύση 

Θα δείξουµε πρώτα ότι θα είναι {(1)51. 

Κατ αρχήν αν υποθέσουμε ότι ισχύει [(Κ)1 για κάθε κε Ν᾿, τότε 
μπορούμε να έχουµε 

ἐ (πο 1)21{(Γ (απ) ἔ(αι)2 Ε(Ε(πι -)) 
-{(α)2.- Επι)» ε[είαι -"))»"-», 
όπου σύμφωνα µε την υπόθεση ότι Γ{Κ) 31, για κάθε Κε Ν᾽, θα είναι 
n 21 για κάθε η, 1Ξ]ν2.... Έτσι έχουµε κατασκευάσει µία φθίνουσα ᾱ- 
κολουθία φυσικών αριθμών µε άπειρους όρους, που είναι αδύνατο. Επομέ- 
νως το l ανήκει στο σύνολο τιµών της συνάρτησης {. 

Επιπλέον έχουµε 

(κ) ε({(κ-1)}»Σ0,γιακάθεΚΕΝ΄, Κ22. 
οπότε θα ισχύει 
Γ(Κ)21,γιακάθε ΚΕΝ᾽, Κ2Ι. 

Επομένως θα πρέπει [ (1) l και {(2)21(1) 51. 

Με το ίδιο σκεπτικό αποδεικνύουµε ότι η τιµή f (2) είναι η ελάχιστη 
τιµή τῆς f. όταν το πεδίο ορισμού περιορίζεται στο σύνολο 12, 3.4...) και 
έτσι καταλήγουμε τελικά στις ανισότητες 

12t0) ⸗(2) ⁊ () (1) 

Επειδή ισχύει Ε(π}21, για κάθε πε Ν΄, θα είναι και 

{(π)2., για κάθε πε N. (2) 

Αν υποθέσουμε ότι υπάρχει Κε Ν΄ που είναι τέτοιο ώστε Γ(Κ)2Κ. τό- 

τε θα έχουµε 
[(ΚΞΚ4Ι 
ε(ε(Κ))2{(:1). [1 γνησίως αύξουσα λόγω (1)] 


που αντίκειται στην υπόθεση του προβλήματος. 
Επομένως θα ισχύει {(η)-π., για κάθε πΕΝ'. 






* J 


2/3 Αιεθνής κας Ολυμπιάδα. 1978 


Τόπος Διοργάνώσης: Ρουμανία (Βουκουρέστι) 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: Jon Cueulescu (Ταν, Βουκουρεστίου) 
Συμμετοχή: Ι7 χώρες µε S το πολύ µαθητές η καθεμία 
Νέες Συμμετοχές: Τουρκία 

Μέγιστη Βαθμολογία: 40 βαθμοί ανά µαθητή 

Οι Β πρώτες χώρες: Ρουμανία (237]. Η.Π.Α. (225], Ηνωμ. Βα- 


σίλειο (201). Βιετνάμ (200],. Έσεχοσλοβα- 
κία (195), Δυτική Γερμανία (154), Βουλ- 
γαρία (152), Γαλλία (179). 

Η Ελληνική ομάδα: δεν πήρε µέρος 

Οι χώρες της Ανατολικής Γερμανίας, Ουγγαρίας και Σοβιετικής Ένώσης 

δεν συμμετείχαν για πολιτικούς λόγους, 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 

Ἔστω πι, ῃ θετικοί ακέραιοι µεπ -. Τα τρία τελευταία δεκαδικά 
ψηφία του 1978" είναι τα ἴδια µε τα τρία τελευταία δεκαδικά ψηφία 
του 1978", Βρείτε τα πι, π ώστε το άθροισµα πι - π να λαμβάνει την ε- 


λάχιστη δυνατή τιµή. 


Λύση 
Αφού έχουµε την ισότητα τῶν τριών τελευταίων δεκαδικών ψηφίων 
των 1918"”, 1978” πρέπει η διαφορά 1978" - 1978” να είναι πολλαπλάσιο 
του 1000, δηλαδή 
Ι9783 (19018013 1) - πολ 1000 - πολ 8. 125, 


Άρα πρέπει το 8 να διαιρεί το 1978”, οπότε πι 2 3 και επιπλέον πρέπει 
το 125 να διαιρεί το 1978" 3-1. Από το θεώρημα του Euler έχουµε 
Ι9781133 5 (πιο 125) και φ(125) — 125 - 35 - 100, οπότε θα έχουµε 
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Ι978/00 . Γ{πιοά 125]. Έτσι για την ισοτιμία 1978’ Ξ: Ι(πιοά 125) το µικρό- 


τορο Γθα πρέπει να είναι διαιρέτης του 100, αφού αν δεν ήταν τότε το υπό- 
λοιπο διαιρούµενο µε το 100 θα ἐδινε μικρότερο τ. Έτσι ελέγχουμε τις εξής 
τιµές 1, 2.4, 5. 10, 20. 25, 50, 100. Παρατηρούμε γρήγορα ὅτι το μικρότερο 
5 για την ισοτιμία 1978) 5Ξ Π(πιοά») είναι 4, οπότε πρέπει τ-- πολ. 4. Μένουν 
λοιπόν για εξέταση οι αριθμοί 4, 20, 100. Έχουμε 

19781 απ 109 (πιοά 125), οπότε 1978 Ξ θ(πιοά 125) και 
Ι978”" Ξ- 26(πιοὰ 125). Άρα το μικρότερο τ είναι 100, οπότε η λύση στο 
πρόβλημα είναι πιᾖ και πΞΙΟ03. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

Το Ρ είναι ἕνα σηµείο µέσα σε µια σφαίρα. Τρεις αµοιβαίως κάθε- 
τες ημιευθείες από το Ρ τέµνουν τη σφαίρα στα σηµεία U, Υ και W. Το 
ϱ υποδηλώνει την κορυφή διαγωνίως απέναντι από το Ρ στο παραλ}λη- 
λεπίπεδο πον προσδιορίζεται απότα U, ΕΝ, ΡΥΝ. Βρείτε τον γεώμµετρι- 


κὀ τόπο του ϱ για ὁλες τις δυνατές τριάδες τέτοιών ημιευθειών από το 
Ρ. 


Λύση 
Ἕστω Μ το κέντρο του παραλληλεπιπέδου, Ο το κέντρο της σφαίρας 
και Ρτο εσωτερικό της σηµείο. Από το τρίγῶωνο ΟΑΝ έχουµε 


ΑΝ bꝰ 40ꝰ α΄ 


ΟΛ’ γ Ε΄ «2ΟΜ΄--.- ΟΛ’ ΥΕ Ξ2ΟΜ΄1--------' (1) 
ενώ απὀ το τρίγωνο ΟΑΡ έχουµε 
pa⸗ 


2 2 
ΟΑ” 40ꝰ - 201” — “ OAꝰ 4dꝰ - 2072 ο ες 





3 2 μ΄ *c? * 
μεοτ"Ξκ —— Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΟΤΝ έχουμε 
2 
τν - στ και Τν” - - . Άρα τελικά θα έχουµε; 
ΟΑ΄ 4d4 -2Ν΄ (2). 


Αν απὀ την (1) αφαιρέσουμε την (2) λαμβάνουμε 
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3 ὦ 1 μὀ αι οὖ α-αὖ 2 2 2 2 bꝰ 40 
Ε΄ d⸗ VMö——— Ræ20M Ξ3Κ΄ -ᾱ — (3). 
Επιπλέον απὀ το τρίγώνο ΡΑΝ έχουµε 
ντα ο Ἡἳ 
ορνήνν--- θα αἱ ες) «5 2ΡΜ΄ .... (4). 
Απόιτις (3) και (4) µε πρόσθεση κατά µέλη λαμβάνουμε 
3κ΄ --ᾱ” 


20ΟΜ2 «2ΡΜ” -3Rꝰ -ᾱ- «9 ΟΜ” «ΡΜ - — 


Άρα το Μ γράφει σφαίρα κέντρου H. όπου το Η είναι µέσον του ΡΟ, 


| 2 342 Λ 
και ακτίνας κΞ (από Θ. διαµέσων στο ΡΜΟ). Επομένως η 





κορυφή Ο θα γράφει σφαίρα κέντρου Ο και ακτίνας V3Rꝰ --24”. 





Σχήµα 76 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Το σύνολο των θετικών ακεραίων αριθμών είναι η ἕνώση δύο0 Όπο- 
συνόλων {1}. Ε2), ). «ρα, εί2), ϱΕίθ), «όπου 
(1) «Ε(2) « Γί3) «.... και ρ(!) ς«ρί2) « ρί2) ς«... και gin) -- fuſiin) * 1. για 
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αΞξ 1.2.3... Να προσδιορίστε το {240). 


Λύση 

Ἔσω ΕΞ (ΠΙ), 2), (3), ..). ο Ξ (61), (2), εί), ...} 
ΝιΞ {1 2, 2. ... π]. 

Είναι 1) 5 1, έτσι {({(1}) 3 1 οπότε ϱ(1) 22. Ἔτσι το 1 δεν ανήκει στο 
ϐ, οπότε πρέπει να ανήκει στο F. Θα πρέπει να εἶναι το μικρότερο στοιχείο 
του Ε και ἐτσι {1} -- 1, οπότε ϱ(1)Ξ2. Δεν μπορούμε να έχουµε ποτέ δια- 
δοχικούς ακεραίους η και ῃ  ἹἸ στο (, διότι αν ρίπι) — π.], τότε 
Γ(Γ(πι))Ξ ρ(πι)--ΙΞπ και έτσι το η είναι στο Ε και στο G, άτοπο. Ιδιαίτε- 
ρα το 3 πρέπει να είναι στο Ε, και έτσι {2} - 3, 

Υποθέτουμε ὅτι πη) κ, οπότε ρ(η) ⸗ Πκ) I. Έτσι NG | Ξ. 
Αλλά ΝιωκιΟΕΙΞκ,οπότεπ κ ικ) ΓΙ ἡ ἄκ)-ῃπεκ- ᾖ, οπότε 
ρίπ) - n * κ. Έτσι το ῃπ * κ - Ἰ πρέπει να είναι στο Ε, οπότε 
κο ]τηυ ας κ]. Επομένως ὅταν δίνεται η τιµής της { στο π, ἑστω 
{(η)- κ. τότε μπορούμε να βρούμε την τιµή της Γστοκκαιτο xxI. 

Χρησιμοποιώντας το κ ᾖ ἹἸ κάθε φορά, βρίσκουμε διαδοχικά 
(2) Ξ 3, {[4) Ξ 6, 600) Ξξ 11, ΠΙ2) Ξ 19, (20) Ξ- 32, (33) - 53, 
{(54)- 87. 108) 142, f0 43) 231. (232) 375. πράγμα που δεν βοηθάει 
και πολύ. Προσπαθώντας πάλι µε το κ, έχουµε; [Π3) Ξ 4, (4) Ξ 
(6) Ξ 9, Π9) Ξ Ι4, ΠΙ14) - 22, 22) Ξ 35, [(35) - 56, 56) Ξ 
[(90) -- 145. (145) - 234, Γ(146)--236. 

Και πάλι δεν εἶναι σωστό, οπότε πρέπει να προσπαθήσουμε ακόµα λί- 
Υο. χρησιμοποιώντας το κ-«ἱ οπότε θα έχουμε τελικά: 91) Ξ- 141, 
(148) 230, {240) Ξ 388. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 


Α 

Ἔστω ισοσκελές τρίγὠνο ΑΒς (ΑΒ - ΑΟ). θεωρούμε κύκλο εφα- 
πτύµενο εσωτερικά στον περιγεγραμμµένο κύκλο και ταυτόχρονα στις 
ΛΕΒ, Λς, στα Ρ, ϱ αντίστοιχα. Δείξτε ότι το µέσο του ΡΟ ταυτίζεται µε 
το κέντρο του εγγεγραμµένου κύκλου στο τρίγώὠνο. 


Λύση 

Το µέσο Μ του Ρ0 ανήκει, προφανώς, στη διχοτόµο της γωνίας Α. 
Αρκεί, λοιπόν, να δείξουµε ότι το Μ ανήκει και στη διχοτόµο της γῶνίας 
B. Έστω ότι η διγοτόµος της γωνίας Α τέμνει τον περιγεγραμμένο κύκλο 
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στο Κ. Αφού ΡΚΟ είναι εγγεγραμµένη και ΑΡΟ η υπό της χορδής και ε- 
φαπτοµένης στο Ρ, ΡΑ θα έχουµε ΡΚΟΞΑΡΟΞΛΑΒΟ (ΡΟ0/Β6). Το 
ΡΒΚΜ είναι "Ὕρήμενο τετράπλευρο αφού ΡΒΕ ΞΡΜΕ Ξ 905. Ἆρα 


ρα abc 
—— 


ΡΒΜ - ΡΚΜ -- 





Σχόλιο: Ἡ ύπαρξη του κύκλου που εφάπτεται εσωτερικά στον περι- 
γεγραμµένο κύκλο και ταυτόχρονα στις ΑΒ, Ας είναι γεγονός, αφού πρό- 


Δ 
κειται για εγγεγραμμένο κύκλο στο τρίγώωνο Α9Τ όπου 5Τ η εφαπτομένη 
ευθεία στον περιγεγραμμµένο κύκλο µε S σηµείο της ευθείας ΑΒ και Τ ση- 
µείο της ευθείας ΑΟ. 


ΠΡΟΒΛΗΛΝΑ 5 
αι] είναι µία ακολουθία διακεκριμένων θετικών ακέραιων αριθ- 
µών. Να αποδείξετε ὅτι για ο τους ——— ακέραιους ισχύει 


ο ὖ 2 * 2 
* κ΄ κξὶ κ 
Λύση 
Χρησιμοποιούμε ένα γενικό αποτέλεσµα αναδιάταξης αριθμών: 
Δεδομένων των δι 282 2...2 ὃν καιςι σορς...5 6ι αν {8ι,Ἁλειι ιν ἂρ } 
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είναι µια μετάθεση του συνόλου {ςι.σ}....ιὈῃ}, τότε 


2, υ, 2 Σου, 


Ξἱ 121 
Για την απόδειξη αυτού, υποθέτουμε ὁτι{ς].αλλάα, αι. Τότε εναλ- 
λάσσοντας το -αι και αι, δεν αυξάνεαι το ἀάθροισµα, γιατί 
ία- αι) (βι- βι}20 και έτσιαβιαβ, 2αβι τ αβ,. Με µια τέτοια σειρά 
εναλλαγών µετατρέπουµε το σύνολο ᾖ{πι.8λ....ιᾶμ} στο σύνολο 


—ã 


Έτσι δεν αυξάνουµε το άθροισμα θεωρώντας µια μετάθεση των αι, ἑ- 
τσι ὡστε να ισχύει αι, «ἄν σ"'.«α,, αφού επιπλέον είναι και διαφορετικοί 
ανά δύο. Τότε ὅμως θα ισχύει ας κ. για κάθε κΞ1,-2.....Π, οπότε θα ἑ- 
χουμε 


” 


τ.Σ 


— 


— κ 


” | -- 


— 
* * 


ΠΡΟΒΛΗΜΛό 

Μία διεθνής εταιρεία έχει τα µέλη της απὀ έξι διαφορετικές χώρες. 
Ο κατάλογος τῶν µελών έχει 1978 ονόματα, αριθµηµένα l, 2. 3... 
1978. Να αποδείξετε ότι υπάρχει τονλάχιστον ένα µέλος του οποίου ο ᾱ- 
ριθµός να είναι το άθροισµα τῶν αριθμών δύο μελών της δικής του χώ- 
ρας, ἡ δύο φορές ο αριθµός ενός μέλους απὀ την ἴδια του τη χώρα. 


Λύση 

Καταρχήν υπενθυµίζουµε την αρχή του Diriehlet, ὅτι δηλαδή αν 
μ.νΙ αντικείμενα, µεν 2 1 τοποθετηθούν σε µ διακεκριμένες θέσεις 
τότε υπάρχει τουλάχιστον µία θέση απὀ αυτές που περιέχει µ - 1 τουλά- 
Ίιστον αντικείµενα (δες ΕΥΚΛΕΙΛΗ 24Β) -- 1990 σελ. 28) 

Ἔχουμε 6 χώρες. Έχω 1918 » 6.329 4* 1. Από την αρχή του Dirichlet 
τουλάχιστον 330 µέλη κατάγονται απὀ την ἴδια χώρα, έστω την 61. Έστω οι 
αριθμοί των µελών αυτών έχουν τη διάταξη αι σασσ... ταπο. Ας πάρουμε 
τις 329 διαφορές α.- αι. αι - αι... ἄπρ- αι. Εάν κάποια απὀ αυτές είναι 
στο Ci. τότε ισχύει το ζητούμενο. Ας υποθέσουμε ὅτι είναι όλες στις άλλες 
πέντε χώρες. Τουλάχιστον 66 πρέπει να κατάγονται απὀ την ἴδια χώρα, ἑ- 
στω την Ο; . Γράφουμε τα 66 µέλη της ϐ», διατεταγμένα ὡς 
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βι * 32* ο. βω . Τώρα από τις 65 διαφορές β; - Βι . βι - E βεο - βι 5” 
άν κάποια είναι στο Ca τότε ισχύει το ζητούμενο. Αλλά η κάθε διαφορά ι- 
σούται µε τη διαφορά δύο από τα αρχικά αι, οπότε αν είναι µέσα στο Οι πά- 
λι ισχύει το ζητούμενο. Ας υποθέσουμε λοιπόν ότι όλες οι διαφορές ανή- 
κουν στις άλλες τέσσερις χώρες. Τουλάχιστον 17 πρέπει να κατάγονται απὀ 
την ἴδια χώρα, έστω την Ο:. Γράφουµε τα 17 µέλη ὥς ει «ος... ζ6Ι . 
Τώρα, αν απὀ τις 16 διαφορές ϱ2- 61, 61-61, ...ν 61” 6 είναι κάποια απὀ 
αυτές στο Ο: τότε ισχύει το ζητούμενο. Ἐπειδή η κάθε διαφορά ισούται µε 
τη διαφορά δυο βι, αν κάποια απὀ αυτές είναι στο «2, πάλι ισχύει το ζητοῦ- 
µενο. Κάθε διαφορά επίσης ισούται µε τη διαφορά δύο αι, οπότε αν κάποια 
από αυτές είναι στο Ο1, τότε πάλι ισχύει το ζητούμενο. (Ας θεωρήσουμε για 
παράδειγµα ϱ2- ει όπως πριν. Ὑποθέτουμε ὅτι βι αι - αι βπιΞ ας - αι. Τότε 
ς,-ει «Ρε -βω-- αι - ακ, ὁπῶς απαιτείται). Έτσι, ας υποθέσουμε ότι είναι ὁ- 
λοι στις άλλες τρεις χώρες. Τουλάχιστον 6 θα πρέπει να κατάγονται απὀ την 
ίδια χώρα, ἑστω την Ca. Κοιτάµε τις 5 διαφορές και συμπεραίνουμε µε τον 
ἴδιο τρόπο ότι τουλάχιστον 3 πρέπει να κατάγονται απὀ το Ο- . Τώρα οι 2 
διαφορές πρέπει να είναι και οι δύο στο Ος και η διαφορά τους πρέπει να εἷ- 
ναι σε ένα από τα Οι, Ον... ος δίνοντάς µας το ζητούμενο αποτέλεσµα. 





1978 
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Τόπος Διοργάνωσης: Ηνωμ. Βασίλειο -- Β. Ιρλανδία (Λονδίνο) 
Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: I. Fletcher (Επιθεωρητής Μέσης Εκπαίδευσης) 
Συμμετοχή: 23 χώρες µε δ το πολύ µαθητές η καθεµία 
Νέες Συμμετοχές: Βραζιλία, Ισραήλ, Λουξεμβούργο 

Μέγιστη Βαθμολογία: 40 βαθμοί ανά µαθητή 

Οι δ πρώτες χώρες; Σοβ. Ένωση (267), Ρουμανία (240), Δυτ. 


Γερμανία (235), Ηνωμ. Βασίλειο (218). 
Η.Π.Α. (199), Αν. Γερμανία (150), Τσεχοσ- 
λοβακία (178). Ουγγαρία (176). 
Η Ελληνική οµάδα συμμετείχε µε τους µαθητές: Δ. Αντιβάχη, Π. Αυγου- 
στίνο, Α. Κούγκουλο, Γ. Κουνδουράκη, 1. Λυκοτραφίτη, Ι[. Νικολόπουλο, Α. 
Σταματέλο και Β. Περαντώνη. Ο Αρχηγός της ομάδας ήταν ο κ. Ιώάννης 
Μερμήγκης και ο υπαρχηγός ο κ. Θεόδωρος Εξαρχάκος. 


ΠΡΟΒΛΗΝΙΑ 1 


Ἔστω ότι το πι και το η είναι θετικοί ακέραιοι αριθμοί έτσι ώστε: 
οχαο ν  μ | —A Ι 
. Ξ ] 2 Τά 4*5 * ταις "Τις ὃα αποδείξετε ότι το m διαιρείται 


απότο 1979, 


Λύση 
Ι 1 ] ι 1 


Ἔστω Α I —— και Β-- ---ἵ---------- 
—55 Ὁ 1310 ε 4ᾱ 1318 





Τότε έχουµε 
.ΞΑ-Β (ξεχωρίζουμε θετικούς -- αρνητικούς όρους) 
η 


Ξ(ΑΒ)-28Β 


Ηνωμ. Βασίλειο -- Β. Ιρλανδία (Λονδίνο) 


Ἡ ια 
— 1 --Γ-- — —1 — 
7 Κολ 2 3 η 


— — — — 4 


660 661 5 
και παρατηρούμε ότι 660 1319 -- 19709, οπότε θα έχουµε: 


ο ων μα μον ανω. ς, αμ 
660 1319 (660.Ι319)᾽ 661 1318 (661 :1318) 


Άρα θα έχουµε 


m l ] Ι Ι 
— — — — —2 — -ᾱ- 
ἳ ιῶ ης] σα 3— 
199 1070 1070 
— — -- - τν -- 
6601319 661 :1318 950.900 


. Ι979πρ 
660-661 --«1319᾽ 


όπου ο πρ είναι θετικός ακέραιος. 
Από την παραπάνω ισότητα προκύπτει ότι 
Ι97ππρ- 660 -661:-1318δ.πι, 


από την οποία, αφού ο 1979 είναι πρώτος και δεν διαιρεί κανέναν από τους 
αριθμούς 660, 661, ..., 1318, έχουµε ότι 1970]πι. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

Δίνεται ἕνα πρίσμα µε άνω και κάτω ἑδρες τα πεντάγώνα 
AMSAMMAS και BoBe—BIBBBs. Κάθε πλευρά των δύο πενταγώνων και 
κάθε ἕνα από τα 25 ευθύγραμμα τµήµατα ΑΙΒι είναι γρωὠματισμένα 
κόκκινα ἡ πράσινα. Κάθε τρίγώνο του οποίου οι κορυφές είναι και κο- 
ρυφές του πρίσµατος και του οποίου οι πλευρές έχουν όλες γρώµατι- 
στεί, έχει δύο πλευρές διαφορετικού χρώματος, Αποζείζτε ότι όλες οι 10 
πλευρές της πάνω καιτης κάτω έδρας έχουν το ίδιο γρώµα. 


313 Διεθνἡ Μαθηματική Ολυμπιάδα 1979 227 


Λύση 


ΑΔ « Αι 





Αποζδεικνύουμε πρώτα ὅτι όλα τα Α, έχουν το ίδιο χρώμα. Αν όχι, τότε 
υπάρχει µία κορυφή, ονοµάστε την Αι µε ακμές ΑΙΑ2, ΑΙΑ: του αντίθετου 
χρώματος, Τώρα θεωρείτε τις πέντε ακμές ΑΙΒ, Τουλάχιστον τρεις από αυ- 
τές πρέπει να έχουν το ίδιο χρώμα. Ὑποθέτουμε ότι είναι πράσινο το χρώμα 
και ότι Αι Α; εἶναι επίσης πράσινο. Έστω ότι οι τρεις ακμές είναι ΑΙ Βι ΑΙΒΙ, 
ΑΒ, . Έπειτα θεωρώντας τα τρίγωνα AA-Bi, ΑΙΑ2Β! , ΑιΑ2βΒκ, οἱ τρεις 
ακμές Α2Β,, Α2Β,, Α2Βν πρέπει να είναι ὅλες κόκκινες. Δύο από τις Bi. B. 
Β, πρέπει να είναι προσκείµενες, αλλά αν η ακμή που προκύπτει είναι κὀκ- 
κινη. έχουµε ένα κατακόκκινο τρίγωνο µε Α; ενώ αν είναι πράσινη, έχουµε 
ένα καταπράσινο τρίγῶνο µε Αι. άτοπο. 

Έτσι τα Α, είναι όλα το ίδιο χρώμα. Οµοίως, τα Bi είναι όλα το ίδιο 
χρώμα. Παραμένει να δείξουμε ότι τα Αι και Βι έχουν το ίδιο χρώμα. Έστω 
ότι τα Αι είναι πράσινα και τα Β, είναι κόκκινα. Τώρα αιτιολογούµε όπως 
πριν ὁτι 3 απὀ τις 5 ακμές ΑΙΒ, πρέπει να έχουν το ἴδιο χρώμα. Αν είναι 
κόκκινες, τότε όπως πριν 2 απὀ τα 3 Β, πρέπει να είναι προσκείμενα και αυ- 
τό δίνει ένα κατακόκκινο τρίγωνο µε τρίτη κορυφή το Αι Έτσι, 3 απὀ τις 5 
ακμές ΑΙΒἰ πρέπει να είναι πράσινες. Οµοίως, 3 από τις 5 ακμές Α2Βι πρέ- 
πει να είναι πράσινες. Επομένως πρέπει να υπάρχει ἑνα Β, που να βρίσκεται 
και στα δύο σύνολα και σχηματίζει ἑνα καταπράσινο τρίγώνο µε τις κορυ- 
φές Α και Α:, ἀτοπο. 

Άρα τα Αι και Βι έχουν όλα το ίδιο χρώμα, 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Έστω δύο τεμνόμενοι κύκλοι του αυτού επιπέδου. Το Α είναι το ἑνα 
από τα σηµεία τοµής, Με αφετηρία το Α Ξεκινούν ταυτόχρονα δύο ση- 
µεία κινούμενα µε σταθερή ταχύτητα, το καθένα κατά μήκος του δικού 
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του κύκλου µε την ίδια φορά. Τα δύο σηµεία επιστρέφουν στο Α ταυτό- 
Ίρονα µετά απὀ µία περιστροφή. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα σταθε- 
ρό σηµείο Τ το επιπέδου έτσι ώστε τα δύο σηµεία να ισαπέχουν πάντα 
από το T. 


Λύση 





Σχήμα 79 


Ἔστω E σηµείο του κύκλου Κ: και Ε σηµείο του κύκλου Κ., ώστε 
ΕΕ Ι ΑΒ (Β το δεύτερο σηµείο τοµής τῶν κύκλων). Ἑστω ότι το κινούμενο 
σηµείο του κύκλου ΚΙ είναι στο Ρ και το αντίστοιχο του κύκλου Κ., έστω 
ότι είναι στο ϱ. Τότε 


αὔρ-ο- -.ΞΑΡΟ. 


Άρα θα έχουµε 
ΑΒΟ -Ι507--ΑΕΟ - Ι1805--ΑΒΡ, 
οπότε τα σηµεία P. Α., Β θα είναι συνευθειακά, 


Επίσης, ΕΒΡΕ-ΙΣΟ’-ΒΑΕ-ΑΥ (βαίνει σε λΑμικύκλιο) και 


ΕΚΧ:-Ι80/’--ΒΑΕ- ΑΓ. Επομένως οἱ κάθετες στο ΡΟ στα άκρα του τέµνουν 
το ευθύγραμμο τµήµα ΕΕ στα άκρα του. Άρα η κάθετος στο ΡΟ στο µέσο 
του συναντά το ΕΕ στο µέσο του, Έτσι το Ρ και Ο ισαπέχουν απὀ το µέσο 
του ΕΕ. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 
Δίνεται ένα επίπεδο (κ), ένα σηµείο Ῥ του επιπέδου (κ) και ἑνα ση- 
µείο ϱ που δεν ανήκει στο επίπεδο (κ). Βρείτε όλα τα σηµεία Ε του επι- 


πέδου (κ), που είναι τέτοια ώστε ο λόγος — να λαμβάνει τη µέγι- 


στη δυνατή τιµή. 
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Λύση 
Θα παραθέσουµε πρώτα δύο βοηθητικές προτάσεις; 


Λήμμα 1: Έστω επίπεδο (κ) και ἑνας κύκλος που ανήκει σε αυτό (0, 
Κ). Θεωρούμε σηµείο που δεν ανήκει στο (κ), ἑστω Α. Αν Μ εἶναι σηµείο 
που κινείται στον κύκλο (κ}, βρείτε τη θέση του ώστετο ΑΜ να είναι: 

1) μέγιστο, Π) ελάχιστο 





Σχήµα 80 


Απόζὂειξη 
) Έστω ΑΒ | (κ) με Β ΑΟ. Είναι προφανές ότι; 


ΑΜ μέγιστο (αντ. ελάχιστο)ς» ΒΜ μέγιστο (αντ. ελάχιστο). 
Επειδή ισχύει ΙΒΟ -ΕΙΞΒΜ ΞΒΟ-Κ. θα έχουµε ὅτι: 
ΒΜ ελάχιστο 95 ΜΞΣ, 
ΒΜ μέγιστο 5ΜΞΣ., 
ii) Αν Β Ξ Ο τότετο ΑΜ είναι σταθερό, αφού ΑΜ: - ΑΒ’ -- Ε2. 


Λήμμα 2: Ἑστω γωνία χον «905, Θεωρούμε σταθερό σηµείο Α της ΟΧ. 
Να προσδιοριστεί η θέση σημείου Μ της ΟΥ ώστε 32 να είναι το μέγιστο 
δυνατό. 

Απόὂειξη 

Θεωρώ ΜΜ΄ XX. Καθ όλη τη διάρκεια της κίνησης του Μ το 
—8 παραμένει hR.oio προς εαυτόν αφού είναι πάντοτε ορθογώνιο µε 


σταθερή την Ο.. Άρα * — λ, ὅπου λ. σταθερή τιµή (λ 5 1). Επομένως, 
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λ ΜΜ΄ 
ΜΑ 





ΟΜ -λ.ΜΜ΄. Έχουμε, λοιπόν, την αναζήτηση του M. ώστε 


γιστο ἡ ισοδύναμα νε μέγιστο, το οποίο συμβαίνει όταν το Μ΄ ταυτίζεται 
μετο Α. 
ΜΜ, 
ἳ 
Χ ο Α Μ΄ 
Σχήµα δΙ 


Ἔστω Τ ένα τυχαίο σηµείο του (κ, ώστε ΡΤ - ΡΟ, οπότε 
Ρο --ΡΚ Ξ ΤΕ. Από το ισοσκελές τρίγὠνο το 8 ο 
όπου Μ σηµείο της ευθείας ΡΤ και ΜΟ | ΟΤ. Για να γίνει ο λόγος 
ΜΤ ΕΤ Ρο 
Μο ο” το ---- μέγιστος ἡ ισοδύναμα * μέγιστος, αρκεί ΡΡ΄ ελάχιστο, δηλαδή 
αρκεί ΟΤ μέγιστο, δηλαδή το Τ ταυτίζεται µετο Σ όπου ΡΣ - ΡΤ - ΡΟ µε 
ΑΒ | (κ) και Σ στην αντικείµενη ηµιευθεία της ΡΒ (δες Λήμμα (α)). Άρα το 
Κ ταυτίζεται µε το συμμετρικό του Σ ὡς προς το Ρ (για τη χρησιμοποίηση 
του προβλήματος (α), ας θεωρήσουμε κύκλο κέντρου Ρ και ακτίνας ΟΡ, ο- 
πόὐτεΡΣ ϱ ϱἳ - ϱΡ) 


γίνεται μέγιστο αν κ Ξ Μ, 





Σχήµα 52 


Προφανώς, αν Β -- Ρ τότε τα ζητούμενα σηµεία είναι εκείνα του κύ- 
κλου κέντρου Ρ και ακτίνας ΡΟ. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 

Βρείτε όλους τους πραγματικούς αριθμούς α για τους οποίους υ- 
πάρχουν µη αρνητικοί πραγματικοί αριθμοί ιν Χο Χιι Χάι Χς που επαλη- 
θεύουν το σύστημα: 
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Χι Ε 2924 χι 4χι 4 ΞχεΞ 4 
χι - 2)κ ο δχι 4 χι 5 χςΞ a? 
χι * Xx Jx 4 χι 5 χεΞ a 
Λύση 
Αν α-θ πολλαπλασιάζουµε την πρώτη εξίσωση επί α΄. την δεύτερη 


εξίσωση επί --2α, την τρίτη επί Ἰ και τις προσθέτουμε κατά ύλη οπότε 
λαμβάνουμε 


5 5 5 
α- ο κκ, 2a κ᾿χς κ ὸ κ΄χς Ξ0 


κ] κςῖ κ-ὶ 


«5 κας (αἳ --λακ" εκ!]-θ 


κ-] 


9) 2 
ο» κκ, (κ -ᾱ) Ξ0 


κ] 
«5 [ -ᾱ) χι ασ -ᾱ) x⸗ Μα) -ᾱγ Χι κα) 9 x. J 9 χεΞ0 


Επειδή οι πραγματικοί αριθμοί Χι, Χο, ΧκιΧανΧς Είναι µη αρνητικοί, το 


αριστερό µέλος της τελευταίας ισότητας εἶναι άθροισμα µη αρνητικών ὁ- 
ρων. Επομένως, η τελευταία ισότητα είναι ισοδύναμη µε το σύστημα (ῶς 


προς 3) 
(κ) --ᾱ)΄-κι 50, ΚΞ],2.2,4,., 

το οποίο έχει τις λύσεις: 

ᾱξ-],αν κ) ΞχιξχιξκςΞ0,ή 

Ξ4,αν Χ;ΞχΧι:ΞχςΞχιΞ0,ή 

Ξ9,αν Χ;/ΞκςΞξχιΞχΞ0,ή 

ᾱΞ]6,αν ΧςΞχιΞχ2ξκιςξθ,ή 

Ξ-25,αν χι ξχ)ξχγξχιΞ0. 


Επιπλέον το αΞ0, είναι λύση, αν χι Ξ Χ}ΞΧιΞχιΞκςΞ-0. 


.. 
" 
. 
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ΠΡΟΒΛΗΜΛό 

Ἔστω ότι το A και Ε είναι αντίθετες κορυφές ενός οκταγώνου. E- 
νας βάτραχος Ξεκινάει από τη γωνία Λ. Από οποιαδήποτε γωνία εκτός 
της E πηδάει προς µια απὀ τις δύο προσκείµενες γωνίες. Όταν φτάνει 
στην E. σταματά. Έστω ότι το αν είναι ο αριθµός των διακεκριμένων 
διαδρομών η ακριβώς αλμάτων που καταλήγουν στο Ε. Να αποδείξετε 
ότι; 


αρι.1Ξ0 και αἲ, — η 1. 2... 


Λύση 

Ο βάτραχος που ξεκινάει απὀ το Α µε 4 διαδοχικά άλματα προς τα ε- 
μπρός καταλήγει στην κορυφή Ε. Αν σε κάποια κορυφή κάνει κάποιο άλμα 
προς τα πίσω, θᾳ καταλήξει τελικά στην κορυφή Ε σε 6 ἡ 8 ἡ γενικότερα σε 
2π άλματα, δηλαδή σε άρτιο αριθµό αλμάτων. 


Άρα θα έχουµε O, γιακάθεπεΝ᾽. 
Ε(3) 





Α(0) 
Σχήµα 83 


Στη συνέχεια θα προσπαθήσουμε να δημιουργήσουμε µια αναδρομική 
σχέση για τον αγ. Αριθμούμε τις κορυφές του οκταγώνου, όπως στο πα- 
Ρραπάνω σχήμα. Όσες διαδρομές µε π ακριβώς άλματα υπάρχουν απὀ το Α 
προς το Ε µέσω των κορυφών ῃ, 2, 3, άλλες τόσες υπάρχουν και µέσω των 
κορυφών --Ι, --ᾱ, --δ. Έτσι, αν ονοµάσουµε Ὑ., τον αριθµό των διαδρομών 
από το Α στο Ε µέσω των κορυφών l, 2, 3, που έχουν π ακριβώς άλματα, 
τότε θα έχουµε: 
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η Ξ 2Ν.ς, Π - « μὰ 
και θα ασχοληθούμε µόνο µε διαδρομές θετικής φοράς. 

Είναι φανερό ότι απὀ κάθε διαδρομή από το Α προς το Ε µε 2η ακριβώς 
άλματα µε 2 επιπλέον άλματα, ένα πίσω και ένα εμπρός, µπορεί να προκύ- 
ψει µία διαδροµή µε 2η 2 άλματα. Αυτό µπορεί να γίνει στις κορυφές ϐ, 
|. 2 και 3, οπότε απὀ κάθε διαδρομή µε 2η άλματα προκύπτουν συνολικά 4 
διαδροµές µε 2η 2 άλματα. Όμως µε την παραπάνω διαδικασία είναι δυ- 
νατόν απὀ διαφορετικές διαδροµές µε 2η άλματα μπορούν να προκύψουν 
κοινές διαδρομές µε 2π 2 άλματα. Αυτές είναι πλήθους 29. αι. αφού από 
κάθε µία διαδρομή µε 2π--2 άλματα μπορούν να προκύψουν 2 διαδρομές 
µε 2η42 άλματα που είναι κοινές µε τις προηγούμενες. Αυτές είναι οι 
προκύπτουσες µε 2 διαδοχικά άλματα πίσω και στη συνέχεια µε 2 διαδοχικά 
άλματα εμπρός, µε αρχή τις κορυφές 2 και 3. Έτσι έχουµε την αναδρομική 
σχέση 

ολλ πλ μας 


από την οποία προκύπτει ότι; 

αλ} 4α., ο 261.31, η 21...., 
ἠ ισοδύναμα 

ἄν -4ἄχω- 2ᾶ24, Ξ],2...., 


η οποία είναι αναδρομική σχέση δεύτερης τάξης. Εύκολα βρίσκουμε ὅτι 
αι Ξ 2 [οι διαδρομές (1. 32, 3, 4). (-ἳ, --ᾱ, 3. 4)]καια.Ξ0. 


Αν θέσουµε x, Ξαοι, πΞ],2..... τότεθα έχουµε 
Χιλ 2 ΧΙ 2, πΞ1,2,..., 
μεχι-θ, χ.Ξ2,η οποία έχει χαρακτηριστική εξίσωση 
ω΄ --4ω4-2-0 


µε ρίζες ὤ/Ξ24 2 ή ω, Ξ 2--ή2. Έτσι ο γενικός όρος τῆς ακολουθίας 
Χα µπορεί να γραφεί στη µορφή 


χι Ξοι (2192) «ο,[2-92) ντ ο ην 


από την οποία µε χρήση τῶν τιμών χιΞ0 και χ.Ξ 2 έχουµε 


Ηνωμ. Βασίλειο -- Β. ἱρλανδία (Λονδίνο) 








24 
2-2 
ο αμ ος 
οι{21992) «οι(2-ν2) «2 |. 2Eſ'ĩ 
ο 2 
Άρα έχουµε τελικά 


— εν» } -(2--νΣ) — μ.1λ... 
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Τόπος Διοργάνώσης: Ηνωμένες Πολιτείες Αμερικής (Ουάσιγκτον) 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: Καθηγητής δ, Greitzer Rutgers Univ.) 

Συμμετοχή: 27 χώρες µε δ το πολύ µαθητές η καθεµία 

Νέες Συμμετοχές: Αυστραλία, Καναδάς, Κολομβία, Μεξικό, 
Τυνησία, Βενεζουέλα. 

Μέγιστη Βαθμολογία: 42 βαθμοί ανά µαθητή 

Οι δ πρώτες χώρες: Η.Π.Α. (314), Δυτ. Γερμανία (312], Ηνωμ. 


Βασίλειο (301), Αυστρία (290}], Βουλγαρία 
(287], Πολωνία (259], Καναδάς (249), 
Γιουγκοσλαβία (246). 

Η Ελληνική ομάδα συμμετείχε και ήταν 22 στη τελική βαθμολογία. 


ΠΡΟΒΛΗΝΛ 1! 
Το Ρ είναι ένα σηµείο µέσα στο τρίγώὠνο ABC. Τα Ὀ. E, Ε είναι τα i- 
Ίνη τῶν καθέτων από το Ρστις ευθείες BC. CA, ΑΒ αντίστοιχα. Βρείτε 
Ες ϐϱΑλ ΑΗ 


όλα τα Ρ για τα οποία το άθροισµα ---- ρρ Έ τες * * ρε γίνεται ελάχιστο. 


Λύση 
Ἔχουμε ΡΗΟ.Β6Ο BE. CA - ΡΕ-ΑΒ - 2(ΑΒΟ). Τώρα χρησιμοποιούμε 
την ανισότητα του Cauchy µε 


κι Ξ Μ[(ΡΓ BC). κο ΞΜ(ΡΕ CA). Χι ΞΜ/(ΡΕ AB) και 


—— 
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Σχήμα δ4 


Ἔχουμε 
(κ{ ον κὰ εκλ)γ «ΥΣ ΥΥΣ)Σ (κι Έκονα Ἕλνν) 


— ος "ρε 2ΡΟΟΛΛΑΒ), 


BC 6Α ΑΒ 
Άρα το ελάχιστο του αθροίσματος ----- — — προκύπτει ὅταν 
— ντο ο ο 
στην παραπάνω σχέση ισχύει η ισότητα. Αυτό συμβαίνει όταν οι λόγοι 
. .ΤΞ1.2,.3 είναι ίσοι, δηλαδή όταν ΡΟΞΡΕΞΡΕ,που αυτό σηµαίνει ὅτι 
γι 
το Ρ πρέπει να είναι το κέντρο του εγγεγραμµένου κύκλου. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

Θεωρούμε r τέτοιο ώστε Γσγσπ και ύλα τα υποσύνολα µε γστοι- 
χεία του συνόλου {1, 2... απ). Κάθε υποσύνολο έχει ένα ελάχιστο στοι- 
χείο. Ἔστω ότι Είπ. ϱ) είναι ο αριθμητικός µέσος αυτών τῶν ελάχιστων 
στοιχείων. Να αποδείξετε ότι: 


Είπ. ϱ) Ξ κ 
ς -ε- 1) 


ή 
J το γνωστό σύμβολο τών συνδυασμών π ανά 
πὶ n! 
J γ (η --τ)! 
Προφανώς έχουµε 


μαμα [ασ [2ης] (α-τ) (1) 
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[ο πρώτος όρος εκφράζει τη συμβολή απὀ υποσύνολα µε μικρότερο 
στοιχείο το Ἱ, ο δεύτερος όρος µε μικρότερο στοιχείο το 2 κλπ.] 


Έστω ότι το δεύτερο µέλος τῆς (1) είναι ϱ(η.τ). 
Τότε, χρησιμοποιώντας τη σχέση 


π--ὶ (π--τ-- 1] (Π--ί--Ι 
Γ--] -ὸ) τι 
βρίσκουμε ότι 
ρίπ, τ) -ρίπ- 1. τ- ))ξείαη - 1. τ) 
η οποία ισχύει και για τΞ1, αν πάρουμε ϱ(η,0)Ξη 4] κά 
Όμως έχουµε 


en. )x142 





- eg. 


Έτσι τώρα ακολουθεί µια εὐκολη επαγωγή, απὀ την οποία προκύπτει 
—R 


οπότε θα έχουµε 


η ΕΙ 
το] η] 


ρ] ΓΙ 
Γ 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Προσδιορίστε τη μέγιστη τιµή του αθροίσματος πι’ -- π”, όπου τα πι, 
n είναι ακέραιοι αριθµοί από τους , 2, δη. 198δἳ που επαληθεύουν την 
ισότητα (π7 - πι ῃ - πι)” Ξ 1. 


Γ(π.τ)- 


Βοηθητικές γνώσεις 
Ακολουθία του Fibonacei ονομάζεται η ακολουθία που ορίζεται ως 


εξής: χ;Ξχ/ξ1. µε χι; Ξχιι Έχ ἨνεΝ--{θ,1.2} έχει χαρακτηρι- 
14 452 
2 





στική εξίσωση την φ’Ξφ Τ 1 µε ρίζεςτις * . Τελικά έχουµε 


ΧνΞ Kor .φ). Έχειτις εξής ιδιότητες: 
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|) πι χο" κ ΞΧ- 1, νε N-40) 


2) χι αχλ ή κι Ἐκ, χι ἨνεΝ-{θ} 





3) ο. Ν ---{0] 


4) Έστω με (2.3.4,...} και νε Ν--{θ} τότε 
Ἁμιεν — Χμ-ι ἂν * X.X. 

5) Έστω eu, vs N-IO) και µ [ν, τότε χμ | Χνι 

6) Δύο διαδοχικοί όροι της είναι αριθµοί πρώτοι µεταξύ τους. 

7) Αν µ.νεΝ--{θ} και (µ, ν) -- δ, τότε (Χμι Χν) Ξ Χο 

5) Αν νι Χνιν ἄν Είναι τρεις διαδοχικοί όροι της, τότε ισχύει ότι: 
Χ2ριῃ - ΧνΧν ει - ΧὲνΞ (-1)’ 

9) Ο όρος της κ, είναι ο πλησιέστερος ακέραιος προς τον ν-οστό ὁ- 


po γεώὠμµετρικής προόδου µε πρώτο όρο τον —* και λόγο 


1 4/5 
— 


Λύση 

Δίνοντας µικρές τιµές στις πι, π καταλαβαίνουμε ότι οι λύσεις του 
η - π-πῃ - πα Ξ 1 είναι διαδοχικοί όροι της ακολουθίας του Εἰδοπαςεί. Ἑ- 
στω µία λύση (1, m) µε π πι. Παρατηρούμε ότι (πι Ε η, n) είναι µία άλλη 
λύση. Άρα από (2, 1) έχουµε (3, 2), (5, 3), (8, 5). (13, δ), (91, 13), (94, 21), 
(55, 34), (50, 55), (144, 89), (033, 144), (3771, 233], (610, 377), (987, 610), 
(1501, 987), (2554, 1597). Ἔστω τώρα απὀ τη λύση (π, πι) µε η Ζ πι και ας 
δοκιµάσουμε το ζεύγος (η,Π --πι). 

Τότε mꝰ min πι) - (η - πΙ]ΣΞ πι ΕΠνπ -ΠπΣΞ 1 ή --ἰ, οπότε έχουµε ε- 
παλήθευση της εξίσωσης. 

Έστω, επίσης, πι], οπότεπι ση - πι(Αν πισ η -πι, τότε ῃ 2 2η 

και πίη - πι) 2 2Π1: -5 Π2 -π.πι - πι 2 πι} » [). 


Άρα µε δεδομένη τη λύση π 2 πι µε πῃ 2 Ἰ έχουµε και τη λύση 
(π],Π --πι) µεπι Σπ - πι. Ἡ διαδικασία αυτή θα τελειώσει σε µία λύση (1, 
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Ἰ)μεῃ Σ ]. Αλλά η µόνη τέτοια λύση είναι (2, 1). Η αρχική λύση θα είναι 
στην ακολουθία (2, 1), (3, 2), ..., (2584, 15097). .., 
Τελικά η μέγιστη τιµή είναι η 15073 4 9573, αφού 25584 » 1951. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 

α) Για ποιο π Σ 2 υπάρχει σύνολο η διαδοχικών θετικών ακεραίὠν 
αριθμών, έτσι ώστε ο μεγαλύτερος αριθµός στο σύνολο να είναι διαιρέ- 
της του ελάχιστου κοινού πολλαπλασίου τῶν υπολοίπων ῃ -- ἰ αριθμών; 

β) Για ποιο π 5 2 υπάρχει ακριβώς ένα σύνολο, που να έχει αυτή την 
ιδιότητα: 


Λύση 

α) ῃ-- 3 δεν εἶναι δυνατό. Γιατί, αν υποθέσουμε ότι ο χ είναι ο μεγαλύ- 
τερος αριθµός στο σύνολο, τότε ο x δεν µπορεί να είναι διαιρετός απὀ το 3 
ή απὀ οποιονδήποτε μεγαλύτερο πρώτο αριθμό, οπότε πρέπει να είναι δύ- 
ναµη του 2. Αλλά, δεν µπορεί να είναι δύναμη του 2, γιατί 2”. - 1 είναι πε- 
ριττό και 2". - 2 δεν είναι θετικός ακέραιος αριθµός διαιρετός από το 2".. 


Γιατο κ22,το σύνολο {2κ--ἶ, 2κ,..., Ακ--2} δίνει 2κ. 
Γιατοκ 2 3,το σύνολο {2κ-5,2κ--,..., 4κ-- 6} δίνει πάλι η -2κ. 
Γιατο κ22,το σύνολο {2κ--2,2κ--λ,...Ακ--2} δίνειπ- 2κ- Ἱ. 


Για το κ 2 4, το σύνολο {2κ-6,κ--...ιὰκ--θ] δίνει πάλι 
πΞ 2κ-τἰΙ. 
Έτσι έχουµε τουλάχιστον ἑνα σύνολο για κάθεῃ 2 4. 


β) Επίσης, έχουµε τουλάχιστον δύο σύνολα για κάθε η 2 4 εκτός ίσως 
από το Ώη - 4, 5, 7. Για το 5 μπορούμε να πάρουµε ὡς δεύτερο σύνολο: 
{8.9,10,11,12} και για το 7 μπορούμε να πάρουμε {6.7,8.9,10,11.12}. Μέ- 
νει να εξετάσουμε την περίπτώωση για η Ξ 4. Ὑποθέτουμε ὅτι χ είναι ο µεγα- 
λύτερος αριθµός σ᾿ ένα σύνολο {κ.κ --Ί,ικ -2,κ-3} µετ τς 4. Το κ δεν 
µπορεί να εἶναι διαιρετό απὀ το 5 ή απὀ οποιονδήποτε μεγαλύτερο πρώτο 
αριθµό, επειδή τότε οι αριθµοίκ-- ἴ,χ--2,κ-- 3 δεν διαιρούνται µεο » ήτο 
µεγαλύτερο πρώτο. Επιπλέον, το κ δεν µπορεί να είναι διαιρετό απὀ το 4, 
γιατί τότε κ -- Ι καικ -- 3 θα είναι περιττοί, και χ -- 2 διαιρετό µόνο απὀ το 2 
(όχι το 4). Οµοίως, δεν µπορεί να είναι διαιρετό απὀ το 9. 


Άρα πρέπει χε{1,2,3,6). Όμως επίσης πρέπει κ 2 4, το οποίο απο- 
κλείει τις τρεις πρώτες τιµές. Έτσι, η µόνη λύση για το n ⸗ 4 εἶναι αυτή που 
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έχουµε ήδη βρει, δηλαδή το σύνολο {3,4,5.6). 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 


Έρεις κύκλοι ίσων ακτίνων έχουν κοινό σηµείο Ο και ευρίσκονται 
µέσα σε δεδομένο τρίγωνο. Ο κάθε ένας κύκλος εφάπτεται σε ένα ζεύγος 
πλευρών του τριγώνου. Να αποδείξετε ότι το κέντρο του εγγεγραμμένου 
στο τρίγώὠνο κύκλου, του περιγεγραμμένου στο τρίγὠνο κύκλου και το 
Ο βρίσκονται στην ίδια ευθεία. 


Λύση 





Σχήµα δ5 


Ἔστω ὅτι το τρίγῶνο είναι το ΑΒΟ. Έστω ότι το κέντρο του κύκλου 
που εφάπτεται στις ΑΒ και Β6 είναι το Ὦ, το κέντρο του κύκλου που εφά- 
πτεται στις ΑΒ και Β6 είναι το E και το κέντρο του κύκλου που εφάπτεται 
στις AC και Βς είναι το Ε, Οι κύκλοι µε κέντρα Ὦ και Ε έχουν την ἴδια ᾱ- 
κτίνα, οπότε τα Ὦ και E ισαπέχουν απὀ την ΑΒ και ΡΕΙ ΑΒ. Οµοίως 


Δ 

ΡΕΙ ΑΟ και ΕΓΙΒΕΟ. Είναι σαφές ότι το τρίγωνο ΑΒΟ είναι οµοιόθετο 
Δ 

προς το DEF µε κέντρο οµοιοθεσίας το έκκεντρο l (σηµείο τοµής των διχο- 


τόμων). Και επιπλέον ΕΙ, ΕΙ, ΕΙ διχοτόµοι των γὠνιών ΕΡΕ, ΕΕ. ΕΕΟΌ 
αντιστοίχως, Το 1 λειτουργεί ὡς κέντρο συμμετρίας οπότε τα αντίστοιχα 


Δ Δ 
σηµεία Ρ του ΑΒΟ και Ρ΄ του ΏΕΕ βρίσκονται σε µία ευθεία µε το l έτσι 


ώστε ο ο να είναι σταθερός λόγος, Ὁμως, απὀ υπόθεση, ΟΌΞΟΕΞΟΕ, 


Δ 
οπότε το Ο θα είναι περίκεντρο του DEF. Επομένως το Ο θα ανήκει στην 
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Δ 
ίδια ευθεία µε το l και το κέντρο του περιγεγραμμένου περί το ABC κύ- 
κλου. 


ΠΡΟΒΛΗΜΛό 
Η συνάρτηση ſſx. ν) ικανοποιείτις ισύότητες 


(0, ) νε 1. Γκ νε 1, O) , Εκ ΕΤ ν - Ἡ) ξ Γκ, Γκ 4 1, Υ)) 


για ὁλους τους µη αρνητικούς ακέραιους αριθμούς κ. ν. Βρείτε την τιµή 
{3.1981). 


Λύση 

Ἔχουμε: ΚΙ, π)ξ{0, ΠΠ 1) Η1.π- 1). 

Ἔτσι {ἰ π)-πΕΠι O πο Ί)ῃ-. 

Επίσης, [2.πΠ)ΞΠΙ, Π02.π - ) (2. - 1) --2. 

Έτσι {02 π)- 2π {2 0)Ξ012η ΕΠΙ, 1)12 21 43. 

Επίσης, {(3, π) Ξ (2, I3. - 1) Ξ 213,1 - 1) η 3. 

Ἔστω ας {3 π) -- 3. Τότε | 2.1. 

Επίσης, u Ξ (3.0) 32, 1)43/8, 

Έτσι υι Ξ 213 και [(3, π) Ξ 2313 - 3, 

Έχουμε ακόµη: {{4, π) Ξ Ι(3, [{4, η - 1) Ξ 213 911.4, 
απὀ την οποία προκύπτουν οι τιµές 
(40)- { (311) - 2) --ᾱ--2ἳ 
(1) - 24999. 1-23 --4--2ἳ --2 
(4,2) 2691. 1-23 3 


à——44464 


2 
Γ(4,1981)--2” --ᾱ, µε 1984 διπλά στον όρο 2’ . 
Γενικότερα, θα έχουµε 


ἔ(4,π)- 2 --ᾱ,με n * 3 διπλά στον όρο 2 
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Τόπος Διοργάνώωσης: Ουγγαρία (Βουδαπέστη) 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: Α. 054570: (Παν. Βουδαπέστης) 
Συμμετοχή: 30 χώρες µε 4 το πολύ µαθητές η καθεµία 
Νέες Συμμετοχές: Κουβέῖτ 

Μέγιστη Βαθμολογία: 40 βαθμοί ανά µαθητή 

Οι 8 πρώτες χώρες: Δυτ, Γερμανία (145), Σοβ. Ένωση (137), Αν. 


Γερμανία (136). Βιετνάμ (133), Ουγγαρία 
(125), Τσεχοσλοβακία (115), Φινλανδία 
(113), Βουλγαρία (105). 
Η Ελληνική ομάδα πήρε µέρος µε τους µαθητές Λ. Πάλκο, I. Δανδάλη, Σ. 
Σμυρνάκη και Γ. Σταμούλη και ήταν 233 στην τελική βαθμολογία. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 

Η συνάρτηση ſin) ορίζεται στους θετικούς ακέραιους και παίρνει 
µη αρνητικές ακέραιες τιµές. Επιπλέον {2)5Ξ 0. {3} 2 0, Π9999) - 3333 
και για όλα τα πε, η είναι (πια) (πι) --ἕ (1) 0 ή 1. Να προσδιορί- 
σετετο {Π1982). 


Λύση 

Θυμίζουµε ότι το ακέραιο µέρος ενός πραγματικού αριθμού α είναι ο 
μεγαλύτερος ακέραιος που είναι ίσος ή μικρότερος απὀ τον αριθµό α. Συµ- 
βολίζουµε το ακέραιο µέρος του α ως [α] και ισχύει ότι 


[α] κα «[α]--. 


Έχουμε, για παράδειγµα, [3.16] --3, [5]--5, [6.99] -- 6, και [--ὰ,21] -- 4 
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Θα αποδείξουμε ὅτι { (α) [πα κάθε θετικό ακέραιο πς9οοο, 
Για πΙΞΠΞΊ, απὀ την υπόθεση προκύπτει ότι Γ(2)]--21(1)-0 ή 1. Ε- 
πειδή είναι {{2)-0, θα έχουµε Γ{1)Ξ0 ἡ (()--- (απορρίπτεται). 
Άρα είναι Γ(1)540. 
Για πιΞ2,πΞΊΙ, λαμβάνουμε {(3)]-{(2)--Ε(1)-:0 ή 1, απὀ την οποί- 
α, αφού {3]20, Ε(2)Ξ0Ξ Γ(1). προκύπτει ότι [(3)-1. 
Επιπλέον έχουµε 
Γ(9η 3) --Ε(3π)--((3)-0 il 
60 3)2 ΓΕ (3η) (3) Ε(3η)41, 


οπότε µε επαγωγή μπορούμε να αποδείξουμε ότι [(3π) 32. για κάθε θετικό 


ακέραιο η. 
Πράγματι, έχουµε Γ(3:1)ΞΓ(3)Ξ121 και αν υποθέσουμε ότι 


f(Zx)2 κ. τότε [((κ 1) Εκ -3)2Ε( Ακ) 12κγ]. 

Επιπλέον, αν υποθέσουμε ὅτι για κάποιο κ ισχύει Γ(2κ)2.κ, τότε ο- 
µοίως θα αποδείξουμε ότι {(Απι)2πι, για κάθε πι»κ. Όμως 
{(9999) (3. 3333) - 3333. Επομένως η ανισότητα Γ(3κ)2 κ, δεν µπο- 
ρεί να ισχύει για κάποιο κς22323. 

Επομένως, θα ισχύει: [(3π]--π., για κάθε θετικό ακέραιο ῃ ς 3333, 

Ἔχουμε ακόµη για ης 3333, ὅτι 

[(3η 41) (3η) ς{(1)(θή])-η ἡ πα, (1) 
αλλά και 

3η «15 {0η --3)2 (61 -2)3ς{ (3η 1) 

Σ [3η 1) (3η 1) Ες (3 - !) 


Ξ3.{ {3π 3.1), δηλαδή 


3µ 41 


[(3π -]]ς : 





«η1, (3) 
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Από τις (1) και (2) προκύπτει {(3π-1)-π και εργαζόµενοι ομοίως 


βρίσκουμε ότι {{3π--2]-.π., οπύτε [ (1982) -- 660 και γενικότερα 


Ὁ 9999. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

Ἔστω ΑΛΑ (Αι µε 51,22) µη ισοσκελές τρίγὠνο µε πλευρές 
αι Άν ἂν (8, µε Γ- 1.2.3) µε αι αντικείµενη πλευρά στην κορυφή Λ.. 
Έστω επίσης M, το µέσο της πλευράς αι, και Ἔ, το σηµείο επαφής του 
εγγεγραμμένου κύκλου του τριγώνου µε την πλευρά α.. Ἔστω, τέλος, Ἀ, 
το συμμετρικό του Ἐ, ὡς προς την εσωτερική διχοτόµο της γωνίας Λ.. 
Να δειχθεί ότι οι ευθείες Ν δι. AS ιν συντρέχουν. 


Mid βασική σκέψη 

Αφού τα Μ, σχηματίζουν τρίγωνα, ὅπως επίσης και τα 5, µε 151,23 
τότε η πιθανότητα τα Μιδι, Μοδ, Μ δι να συντρέχουν δυνατόν να είναι 
συμπέρασμα της πιθανής περίπτώσης τα τρίγῶωνα Μι/ΜΜ. και 99151 να 
είναι όμοια (υπό την στενή έννοια) µε τις αντίστοιχες -- οµόλογες πλευρές 


να ορίζουν ζεύγη παράλληλων ευθειών, οπότε το ζητούμενο σηµείο είναι το 
κέντρο της οµοιοθεσίας. 


Λύση: 

* ôti to Β, είναι τα σηµεία της τοµής των εσωτερικών διχοτόµων 
των γωνιών Α, µε τις αντικείµενες πλευρές. Ἑστω ὅτι η A είναι η μεγαλύ- 
τερη γωνία, ακολουθούμενη απὀ τὴ — Tôte to Ta βρίσκεται ανάµεσα στο 
Αι και Ba, το Τι βρίσκεται ανάµεσα στο Αι και Β.. αφού ισχύει 
οῦ,Α, -Ι80:--ἂι -ἆ,/2- Αι «ἆλ/2}. Αλλά A, ἆλ/ὸ2ς ΑιΑ./2 
και το άθροισµά τους είναι 1803, οπότε Αι Α./2«905. Άρα το Τ, βρί- 
σκεται ανάµεσα στο Α, και Β. και οµοίῶς και για τα υπόλοιπα. 
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Ἔστω το Ο είναι το κέντρο του εγγεγραμμένου κύκλου, Τότε: 
ΤΟ. * ΤΟΤ. —— 2 Τ,0Β. * 204 * Α./2]- Αι * A 4 


Ομοίως έχουµε ότι γωνία ΤΟΝ. Ξ ΑΛ, * οπύτε 191/Α.Ας. 
Έχουμε ακόµη ὅτι; 


Τ.05, -3605 ΤιΟΊ, - Τ05. 
-3607--[1807--Α:]-(Ά. κ Α.) 
Ξ180:--Α. 

ΞΑιΑ.. 
τ105, --ΤιΟ1, «2 Τ08, 
ΞΙ80:--Α., -- 2(905-- 0Β/Τ) 
-360/--Λ, --2/ Άν ας Αι/2] 
- (Αι A A A-2M-A 
—AA, 
Επομένως θα έχουμε ΤΙΟ5, . Τ,Ο5, . οπότε θα είναι και 5/524/Α/Α.. 
Οµοίώς μπορούμε να αποδείξουµε ότι 5)99/ΑΑ.. 
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Ἔτσι έχουµε ότι τα τρίγῶωνα 59151. ΑιΆ2Αά είναι όμοια και επιπλέον 
γίνονται ομοίως προσανατολισµένα µε στροφή 1505, Άρα τα τρίγώνα 
Ῥιδ25δι και ΜΙΝΙ Μ. είναι όμοια και ομοίως προσανατολισµένα, οπότε οι 
ευθείες Μιοι, Μος, Νΐῑδι που ορίζονται απὀ οµόλογες κορυφές τους 
συντρέχουν. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 


Θεωρούμε τις άπειρες ακολουθίες {χι θετικών πραγματικών αριθ- 
μµών έτσι ὥστεχοςξ Ἱ και κ 2 χι 2 χ22..., 

α) Να αποδείξετε ότι για κάθε τέτοια ακολουθία υπάρχει ένα η 21 
έτσι ώστε: 


2 2 2 
x x ὶ..- 
-ᾱ ---ἷ- κ... --ᾱ-ἲ- »34999 
Χι x2 x. 


) Να βρείτε µια τέτοια ακολουθία για την οποία: 


4 2 
A, για όλα τα η. 
πι ἅ x. 


Λύση 
α) Αν θέσουµε σαι, ΓΞ1,2...., επειδή ισχύει ορ για 


κάθε 1Ξ1,2,... και Χο Ξ1. θα έχουµε 


* x x x? 
—— A ** ... ἓω« -- ἓ 
8S. —4 
Χι 6 κ, 


| x x χ.-- 
2— *x 44 x⸗4 x— 
Σι x⸗ x J 
a a Ἆ 
Ξἃι 4 —— 
δι 4142 ια} a 
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-- — — ——— 


Η ακολουθία β, — την σχέση B2.. ΠΞΙ,2.... µε 

2 και εἶναι γνησίως αύξουσα και φραγμένη, οπότε συγκλίνει. 
Πράγματι, για π Ξ1 έχουµε β. 5βι «» 24292 5242 «»8ψ2 58, ισχύει. 

Αν υποθέσουμε ὅτι β.2β,1. τότε βιι2β952φβ,. 529β..| 


«9β, 2β,.1. οπότε σύµφωνα µε την αρχή της τελείας επαγωγής ισχύει 

βιιι 2βΒ, για κάθε π-],2,.... Ομοίως µε επαγωγή αποδεικνύεται εὐκολα 

και ότι β, -4 για κάθε ηΞ1,2..... Αν ὦξ lim β,, τότε θᾳ είναι και 
n 








lim B Ξ ω, οπότε θα έχουµε 
π- 1ος 


lim 3,42 | μπι β, ΘΞω-2νωςω-4ά, 
n n ⸗ 


αφού η ρίζα ὦΞ 0 απορρίπτεται γιατί πρέπει πα ß. 24, 

Άρα έχουµε αποδείξει ότι 5,2β,, για κάθε ΠΞΙ,2.... και ὅτι 
Ίμπ β, *4. Επομένως, για κάθε ε20, άρα και για το ερ - Ι077.θα υπάρ- 
χει πρε Ν΄ έτσι ώστε για κάθε η Σ πρ να ισχύει 

[β, -4| «10: ή 3.990 «β, «4.001, 
οπότε για κάθε n 2 πῃ θα ισχύει και ότι 


2β, 23,999, 


Β) Αρκεί να θεωρήσουμε την ακολουθία κ, - * n οποία ικανοποιεί 
τις υποθέσεις του προβλήματος και ισχύει 
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8. κκ. ο ο. «4, 
2 21-23 9 αν. 2 


— 


για κάθε n ⸗O.l.2.... 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 

Να αποδείξτε ότι, αν ο π είναι ἕνας θετικός ακέραιος αριθµός τέ- 
τοιος ώστε η εξίσωση κ΄ --Αχγ” γ΄ --Ἡ να έχει µια λύση (κ, V στους 
ακέραιους τότε έχει τουλάχιστον τρεις τέτοιες λύσεις. Χα αποδείξετε ότι 
η εξίσώση δεν έχει λύσεις στους ακέραιους για η - 2801. 


Λύση 

Εάν (κ. Υ) είναι µια λύση, τότε το ίδιο είναι και η (Υ -κ,-κ), αλλά και 
η (-γικ--Υ) είναι επίσης λύση. Αν οι δύο πρώτες είναι ἴδιες τότε υ- -κ, 
και χΞγ-κς-2κ. οπότε κΞΥΞ0,που εἶναι αδύνατον, αφού 20. Ο- 
µοίως, για οποιοδήποτε άλλο ζευγάρι απὀ τις παραπάνω λύσεις ισχύει το {- 
διο. 

Για η -- 2591 έχουµε 2801 5: 2(πιοάθ} και δεν υπάρχει λύση της 1σοτι- 
µίας κ΄ --Άχγ΄ «Υ) Ξ2(πιοάθ). Πράγματι, δύο κύβοι είναι ο καθένας --Ι, 0 
ἡ 1, (πιοά 9) και ο άλλος όρος είναι 0, 3 ἡ 6, (πιοά 9), οπότε η µόνη λύση 
είναι να έχουµε τους κύβους µε 1 και --ἰ (πιοά 9) και ο άλλος όρος ἰσοῦπό- 
λοιπος µε 0. Αλλά ο άλλος όρος δεν µπορεί να είναι ισούὐπόλοιπος µετο 0, 


εκτός κι αν ένας απὀ τους κ. Υ εἶναι πολλαπλάσιος του 3, οπότε και ο κύβος 
του είναι ισοὐπόλοιπος µε 0, και όχι µε ἵ ἡ --ἶ (αιοά 9). 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 


Οι διαγώνιοι Ας και ϱΕ του κανονικού εξαγώνου ΑΒΕΡΕΕ χωρί- 
ζονται από τα εσὠτερικά σηµεία ΝΤ και Ν αντίστοιχα. ἔτσι ώστε 


Χα προσδιορίσετετοχ, αν τα Β, ΝΤ και Ν είναι συνευθειακά. 


Λύση 
Από το τρίγώνο ΕΟΝ (Σχ. 87) και το θεώρημα Μενελάου έχουµε 
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Εξήγηση: Βλέπουμε ὅτι Ὀ(Ρ --905 και «ΡΕ --30”. 


Άρα: ΡΡ Ξ2ςΓΏ Ξ2ΑΒ -» ΕΡΞ ΑΒ -» 
ΧΒ . αν αι ἆἈν Φα Ι 


αἰκμό μάς ο ⏑ — ὶ 
ΧΕ ο ὃς Ὁὃ αυ οὓς 4 
2* "τρόπος 


Θα χρησιμοποιήσουμε διανύσματα στο επίπεδο του κανονικού εξαγώ- 
νου, (σχ. 58). 


Ἔστω ΑΒ-ᾱ, Βς-Ρ, οπότε θα έχουµε Ας-α-ο, ΡΕ - -ᾱ, 

0-0 --ᾱ και (ΕΞ ὓ--2ᾷ. Από την υπόθεση δίνεται ότι — 
Ας CE 

οπότε θα έχουµε ΑΜ -τΛς -τ[α«Ρ) και ΟΝΞτΟΕ -ι(ῦ--24]. 

Επειδή τα σηµεία Β, Μ και Ν είναι συνευθειακά, θα υπάρχει πραγµατι- 
κὀς αριθµός µ τότοιοιος ώστε 

ΒΜ -μ.ΒΝ (1) 

Έχουμε όµως 

ΒΜ- ΑΜ --ΑΒ -τ(ᾶ «ϐ]--ᾱ 
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ΒΝ -Β6-6Ν -θκτ(ο-24], 
οπότε η σχέση (1} γίνεται 
τ(ᾶ -- 9) --ᾱ -μδ --με(ῦ --23) 5 ({-- 1 «2ιμ]ᾶ τ(τ-μ-ηι)ο-0, 


από την οποία, αφού τα ἄ, 8 είναι µη συγγραµµικά, προκύπτει το σύστημα 
γ--14-2πιΞ0 
Γ-μ-τμ-θο, 


3 
από το οποίο προκύπτει ότι ο ή 8 (απορρίπτεται), δηλαδή 
9* 
Γ------, 
3 

ΠΡΟΒΛΗΜΛό 

Ἔστω ότι το S είναι ἕνα τετράγώνο µε πλευρές μήκους 100, Έστω 
ότι το L είναι µια τεθλασμένη γραµµή στο Ἁπου δεν συναντά τον εαυτό 
της και που αποτελείται απὀ ευθύγραµµα τµήµατα Αρ, Αι Άν ».. 
Αιρ µε Αμ ΛΑ. Να υποθέσετε ότι για κάθε σηµείο Ρ στα σύνορα 


του 5 υπάρχει ένα σηµείο της L σε απύσταση απὀ το Ρ όχι μεγαλύτερη 
από . Να αποδείζετε ότι υπάρχουν δύο σηµεία Χ και Υ του 1. ἐτσι ὦ- 


στε η απόσταση ανάµεσα στο Χ καιτο V να µην είναι μεγαλύτερη από 1 
και το μήκος του τμήματος του Τ. που βρίσκεται ανάµεσα στο Χ και το 
Υ δεν είναι μικρότερο από 198. 


Λύση 

Ἔστω ὅτι το τετράγωνο είναι ΑΗ Ὀ΄. Πρέπει να βρούμε σηµεία της 
Ι. κοντά σε ένα διακεκριμένο σηµείο το Α΄ Γ΄ αλλά σε οποιαδήποτε πλευρά 
µιας κίνησης προς το Β΄. Λόμε ότι η Ι. προσεγγίζει ένα σηµείο Ρ΄ στην πε- 


ρίµετρο του τετραγώνου εάν υπάρχει ἑνα σηµείο Ρ της L µε ΡΡ΄ς 5 . Λέμε 


ότι η 1. προσεγγίζει το Ρ΄ πριν το ϱ΄ εάν υπάρχει ἑνα σηµείο Ρ στην Ι. το ο- 
ποίο να είναι κοντύτερα στο Α (το σηµείο εκκίνησης του L) απὀ οποιοδή- 


2502 Ουγγαρία (Βουδαπέστη) 


ποτε άλλο σηµείο Ο µε οος-. 


Έστω ὅτι το Α΄ είναι η πρώτη κορυφή του τετραγώνου που έχει προ- 
σεγγίσει την Ι.. Επομένως η 1. πρέπει να προσεγγίσει και το Β΄ και το Ὀ’, 
Ας υποθέσουμε ὅτι προσεγγίζει το Β΄ πρώτα. Έστω ὅτι το Β είναι το πρώτο 


σηµείο στην Ι. µε pu ⸗⸗ Μπορούμε τώρα να διαιρέσουµε την L σε δύο 


τμήματα Li, το ίχνος απὀ το Αρ στο B, και [,,, το ίχνος απότοΏ στο Α;. 
Πάρτε το Χ΄ να είναι το σηµείο πάνω στο Α΄ Ε΄ κοντύτερα στο Ε΄ το ο- 
ποίο έχει προσεγγισθεί απὀ το 1... Ἑστω ὅτι το Χ είναι το αντίστοιχο ση- 


µείο στο Ι.,. Τώρα κάθε σηµείο πάνω στο Χ΄Ὦ΄ πρέπει να προσεγγισθεί ᾱ- 
πό το La (καιτο XD δεν είναι κενό, γιατί ξέρουμε ότι το D' έχει προσεγ- 
γισθεί απὀ το 1. αλλά ὄχι απὀ το Ι.(). Έτσι λοιπόν λόγω του «Συμπαγούς» 
το ίδιο το Χ΄ πρέπει να προσεγγισθεί απὀ L αντε το Υ να είναι αντί- 


στοιχο σηµείο στο Τ,,. Τότε ΧΥ «ΧΧ’ ΧΎς 2η. -ι. Επίσης J 


οπότε ΧΒΣΖΧΈ΄ «ΧΧ΄-ΒΗ2ΧΈ΄-Ι2ΑἨ΄-Ι1-9009. Ομοίως Ἅτο 
ΥΒ 20909, οπότε θα είναι η προβολή ΧΥ 2108. 
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Τόπος Διοργάνώσης: 
Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: 
Συμμετοχή: 

Νέες Συμμετοχές: 

Μέγιστη Βαθμολογία: 

Οι δ πρώτες χώρες: 


Γαλλία (Παρίσι) 

C. Houzel (Παν/μιο Παρισίων) 

32 γώρες µε 6 το πολύ µαθητές η καθεµία 
ἱσπανία, Μαρόκο 

42 βαθμοί ανά µαθητή 

Δυτ. Γερμανία (212), Η.Π.Α. (171). 
Ουγγαρία (170), Σοβ. ἝἜνωση (169), 
Ρουμανία (161), Βιετνάμ (148), Ολλανδία 
(143), Τσεχοσλοβακία (142). 


Η Ελληνική οµάδα πήρε µέρος µε τους μαθητές Σ. Γαρουφαλίδη (χάλκινο 
μετάλλιο) Β. Ταμπάκη. ΓΕ. Παναγόπουλο, Μ. Αναγνώστου, T. Παπά και 
ήταν ΙΤ" στην τελική βαθμολογία. Ο μαθητής µας Σ. Γαρουφαλίδης 
τιμήθηκε µε ειδικό δίπλωμα για την εξαίρετη λύση που έδωσε σε µία από 
τις ασκήσεις. Αργηγός της ομάδας ήταν ο κ. Γεώργιος Κολέτσος και 
υπαρχηγός ο κ. Δημήτρης Κοντογιάννης, 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 


Βρείτε όλες τις συναρτήσεις Ε που ορίζονται στο σύνολο των 
θετικών πραγματικών αριθμών, που παίρνουν θετικές πραγματικές 
τιµές και ικανοποιούν τις σχέσεις: 


(9) (κά (Υ)) Ξγ.Γ(κ) για κάθε κ. y και 


(39) πι {(κ)-θ. 


Λύση 


Αν θέσουµε ΥΞκ 20 στην ισότητα Γ(χέ(γ)}- γΕ(κ) λαμβάνουμε ότι 
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Γ(κΓ(κ))Ξ κ[(κ). οπότε διαπιστώνουμε ὅτι υπάρχουν 220 µε την 
Ιδιότητα {{2)-:7. Για αυτά τα 7 έχουµε 
(θε (εκ) --ε(α: (2) --χ-ε (1) -- 1” [υπόθεση (0)] 
και µε επαγωγή εὐκολα αποδεικνύουµε ότι 
[ (13). κ για κάθε πε Ν᾿ (1) 
Επιπλέον απὀ την υπόθεση (1) έχουμε 
2Ξ{(2)Ξ{(12)Ξε(1«Ε(2))--7Ε(1). 


και επειδή είναι 7 20, προκύπτει ότι { (1) -Ξ1. Έτσι έχουµε και 


“ο βήγον 
ο. 


Με επαγωγή εύκολα αποδεικνύουµε ὅτι 


οπότε θα είναι 


(σε | ας «πακάθι ΠΕΝ’, (2) 
2.) 7 


Στη συνέχεια θᾳ αποδείξουµε ότιθα είναι 751. 
Αν είναι 221. τότε lim 7" Ξ-οο, ενώ απὀ την υπόθεση (1) πρέπει να 


— —* 
ὕπη [23] 50. 
οπότε απὀ την (1), αν πάρουμε όρια, προκύπτει 0Ξοο, άτοπο. 
Οµοίως, αν θ«7ς«1, τότε | 2] και µέσω της (2) καταλήγουμε σε 
άτοπο, όπως και στην — περίπτωση. 
Άρα πρέπει να έχουµε Ζ5Ξ 1 και χί(κ)- 1, για κάθε κ20, οπότε 


| 
[ τν x20. 
* 
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η οποία εύκολα διαπιστώνουμε ότι επαληθεύει και τις δύο υποθέσεις του 
προβλήματος. 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

Έστω ότι το Α είναι ἕνα από τα δύο σηµεία τοµής δύο άνισων 
συνεπίπεδων κύκλων Οι, και Ο,. µε κέντρα Οι. Ο, αντιστοίχώς. Η µία 
από τις κοινές εφαπτόµενες τῶν δύο κύκλων εφάπτεται του ϐι στο Β, 
καιτου ϐϱ, στο Β, ενώ η άλλη εφάπτεται του ϐϱ στο ϱ), καιτον ο, 
στο Ο,. Έστω ότι M, είναι το µέσο του Β10, καιτο ΝΤ, του Ρ10,. 


Δείξτε ότι OMO, * MAM. 


Λύση 





Ἕστω Τ το σηµείο τοµής της ΟΑ µε τον κύκλο Ο» µε ΤΑ. Το 
σηµείο τοµής Ο των εξωτερικών εφαπτοµένων των δύο κύκλων είναι 


κέντρο οµοιοθεσίας λόγου σος και αφού οι οµοιόθετες ακτίνες είναι 
2 
παράλληλες, τα τρίγωνα ΜιΑΟ, και Μ.ΤΟ. είναι όμοια, οπότε 


Μ,ΑΟι;ΞΜΟΤΟ., (1) 
Επιπλέον έχουµε 


ΟΑ:ΟΤ- ου: [δύναμη του Ο ὥςπροςτον ϱ] 
ΟΡ: ΞΟΜ., :ΟΟ:, [από ορθ. τρίγωνο ΟΡΙΟ; ] 
οπότε το τετράπλευρο ΑΤΟ:Μ. είναι εγγράψιµο και 
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Μ.ΛΟ, -Μ.ΤΟ. (2) 

Απόγτις (1) και (2) έχουμε: 

ΜΙΑΜ. * ΜιΑ0, * OMM. 
-Μ2ΛΟ.ΟΙΑΜ., [λόγω (2)] 
* Ο(ΑΟ, 9 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Έστω ὅτι α, h και ς είναι θετικοί ακέραιοι αριθμοί, οι οποίοι ανά 
δύο δεν έχουν κοινό διαιρέτη μεγαλύτερο από το 1. Να αποδείξετε ὅτι 
240ς-αὐ-Ός--εα είναι ο μεγαλύτερος ακέραιος που δεν µπορεί να 
γραφεί ὡς xbhe yea⸗ 748, όπου κ, y, Ζ είναι µη αρνητικοί ακέραιοι 
αριθμοί. 

Λύση 

Θα αποδείξουμε πρώτα µία βοηθητική πρόταση. 

Λήμμα: Αν α, h. e είναι θετικοί ακέραιοι ανά δύο πρώτοι μεταξύ τους, 
τότε Ὁς--Ὁ- ο εἶναι ο μεγαλύτερος ακέραιος, ο οποίος δεν µπορεί να 
γραφεί ὡς mb ne, όπου πι, n είναι µη αρνητικοί ακέραιοι. 

Απόὂειξη: Κατ᾽ αρχήν παρατηρούμε ότι το σύνολο (0, ο,2ς,....(Ὁ -- ο) 


εἶναι ένα πλήρες σύνολο υπολοίπων modb, οπότε αν θεωρήσουμε κάποιο 
τλυγ-υ-εξ(ὸ--ιὸς-- Β.,τοθα είναι 


ΓΈπς (πιοά b), για κάποιο πε {θ, 1... ο). 
Όμως είναι και {2ης --Β., οπότε θα ισχύει τ--ης Ξ πολ.(}, δηλαδή 


ne* mb, για κάποιο ακέραιο πι20, 


οπότε κάθε ακέραιος μεγαλύτερος του Ὁς-Ὀ--ο µπορεί να γραφεί ὡς 
mb ne µε π], π µη αρνητικούς ακέραιους. 
Θεωρούμε τώρα τον αριθµό Ὁς-δ-ε-(5--ϊ)ε--θ, οπότε έχουµε 
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ὑς-Ό--εΞ(5--Ι)ο (πιο ῦ). ενώ ο ὃς-Ὁ-- ο δεν είναι ισοὔπόλοιπος µε 
τους αριθμούςπς, θσπ«ῦ-[. 

Επομένως αν ήταν Ὁς-το-ςοΞπιο πε, για κάποιους αρνητικούς 
ακέραιους m. π, τότε θα είχαμε (ὃς --ὂ--ε)--πος- πολ.(Ὁ)}. οπότε θα ἦταν 
καιη2ῦ-]. Τότε όμως 


υς--Ὁ--εΞ πιο πο ΖποΣ(0--Ί]εξυς- 2 ὓς--ὃ--ε, (άτοπο). 


Το σύνολο {0,βς,20ς....,(α--)οο] εἶναι ένα πλήρες σύνολο 


υπολοίπων moda, οπότε αν θεωρήσουμε κάποιο Ν 2 2α4ὓς -ᾱὖ --Ὡς --σα, 
τότε θα είναι 


Ν Ξ xbe(moda), για κάποιο χε {θ,1,... α --ἴ). 
Όμως έχουµε ακόµη ὅτι 
N-xbe ⸗2abe · ab⸗· be · ea · (a · I)be 
⸗abe - ab · ca 
Ἔα(ος-ῦ-ς)Ξπολ.ία), 
δηλαδή έχουµε βρει ότι 
Ν-χὸςεξΚκα,μεκ2ρυς-η-ος. 


Άρα, λόγω του Λήμματος, μπορούμε να βρούμε µη αρνητικούς 
ακέραιους y και Ζ έτσι ώστε ΚΞ72564 γς, οπότε θα έχουµε 


Ν--χὸςΞ(20 4 ye) «5 ΝΞ χὺς 4 γοα 710. 


Θα τελειώσουµε αποδεικνύοντας ότι για αριθµό Ν - 2αὓς --αὓ -- ὃς -οᾱ 
δεν υπάρχουν µη αρνητικοί ακέραιοι κ. Υ, Ζ ἐτσι ώστε Ν - xbe yea ᷣzab. 


Πράγματι, έχουµε NAbe Ξ(20ς --ὂ--ε)α, οπότε θα είναι 

ΝΞ -ε(πιοάα). (1) 
Ἔτσι, αν ίσχυε η ισότητα Ν - χὸς εγοα * zab, τότε θα είχαµε 

Ν Ξχὺς (πιο), (2) 


οπότε από τις (1) και (2), αφού (4, ϐ)- IS ſa. e) ſa. b. e), θα προέκυπτε 
ότι α/(χ-1), οπότε XSIZA, αφού ἃ, Χ µη αρνητικοί ακέραιοι, δηλαδή 
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χ2α-]. Ομοίως μπορούμε να έχουµε και ότι Υ20--Ι και 72ς-]Ι., οπότε 
N-xbe- yea zab 2 (α-- IIhe A(b - I)ca⸗ (e - I)ab 

⸗Zabe ⸗· ab · Ός--ο8 
ἜφυςςΝ 2» Ν, άτοπο. 
Παρατήρηση 


Για το τελευταίο θα μπορούσαμε να εργασθούµε και ὡς εξής: 
Αν είχαµε Ν Ξ2αὓς - ab- ὃς -εᾱΞ κος yea ᷣ2zab, X., y. 220, τότε 


δο(κ Ιλ σα(ν 1) γα ο(2 51) Ξ2α0ς, (3) 
ut XFIZI, Υ121, 74121. Επειδή έχουµε (α. b)-Ie (a. e), απὀ την (3) 


προκύπτει ὅτι ἁ](χ--1), οπύτε ASXAI. Οµοίως λαμβάνουμε και ὅτι 
SYI καιςς7-ε], οπότεθα έχουµε 


ʒabe -- αὓς · ahe · abe Sbeſx αγ). οα(Υ --1)α-αδ(2 351) 240ς, 


που είναι άτοπο, αφού οι α, Ὁ, ς είναι θετικοί ακέραιοι, 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 

Έστω ότιτο ΛΒ( είναι ἑνα ισόπλευρο τρίγώὠνο και το E το σύνολο 
όλῶν τῶν σηµείῶν που περιέχονται στα τρία τµήµατα AB, BC και ςΑ 
(συμπεριλαμβανομένων τῶν A, Β και Ο). Να εξετάσετε αν. για κάθε 
διαµέριση του E σε δύο ξένα υποσύνολα, τουλάχιστον ένα από τα δύο 
υποσύνολα περιέχειτις κορυφές ενός ορθογωνίου τριγώνου. 


Λύση 


7 


Β ν ς 
Σχήµα 90 
Θα αποδείξουμε ὅτι το ζητούμενο ισχύει. 
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Ἔστω µία διαµέριση του συνόλου E των σηµείῶων των πλευρών του 
τριγώνου ΑΒΟ σε δύο υποσύνολα Ει και Ε.. Τότε θα είναι ΕΙ ΕΞ Ε 
και ΕΩΕΞΟ. 

Θεωρούμε τα σηµεία X. V. Ζ πάνω στις πλευρές Β6, CA και ΑΒ, 
αντιστοίχῶς, έτσι ώστε 


κκ ο α΄ 2 


Σύμφωνα µε την αρχή της περιστεροφωλιάς, δύο απὀ τα σηµεία Χ.Υ, 2 
θα ανήκουν σε ένα απὀ τα δύο υποσύνολα. Ἑστω ότι Χ,.Υεξι. Εύκολα 
διαπιστώνουμε ότι και το τρίγωνο ΧΥ7 είναι ισόπλευρο καιότι ΥΧ 1 Ες, 
ΥΖ | 6Α και ΧΖ | ΑΒ. οπότε έχουµε τις περιπτώσεις; 


(1) Αν κάποιο σηµείο Ν΄ του Βς, διάφορο του Χ., ανήκει στο σύνολο Ε,, 
τότε ορίζεται ορθογώνιο τρίγωνο ΥΧΥΜ/΄ απὀ σηµείατου Ε|. 


(1) Αν όλα τα σηµεία του Β6, εκτός απὀ το X, ανήκουν στο Ε., τότε αν 
ΖΝ | ΒΟ, τότε τα Β και Ν΄ ανήκουν στο Ε., οπότε αν και ΖεΕ., 
τότε ισχύει το ζητούμενο. Αν ΖεΕΓΕ.,. τότε ΖεΕι. Όμως ΖΥ ΙΑ, 
οπότε αν κάποιο σηµείο της CA. διάφορο του Υ, ανήκει στο Ει., τότε 
ισχύει το ζητούμενο, Αν όλα τα σηµεία της CA, εκτός του Υ ανήκουν 
στο Ε., τότε θα έχουµε στο Ε., όλα τα σηµεία των πλευρών Β6 και 
CA, εκτός των Χ και Υ. Τότε όµως θα έχουµε ορθογώνιο τρίγώνο από 
σηµεία του Ε., για παράδειγµα, αν Μ είναι το μέσον της πλευράς BC. 
τότε το τρίγωνο ABC είναι ορθογώνιο. 

Άρα το ζητούμενο ισχύει σε κάθε περίπτώὠση. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 

Είναι πιθανόν να διαλέξουµε 1983 θετικούς ακέραιους αριθμούς, 
όλους μικρότερους ή ίσους από το 10), έτσι ώστε οποιοιδήποτε τρεις 
από αυτούς να µην είναι διαδοχικοί όροι µιας αριθμητικής προόδου; 


Λύση 

Θεωρούμε το σύνολο Σ, όλων των αριθμών οι οποίοι όταν γράφονται 
ως προς το σύστημα αρίθµησης µε βάση το 3 δεν έχουν το ψηφίο 2 και 
έχουν συνολικά η ψηφία. Για παράδειγµα, ἑνα στοιχείο του Σ, είναι ο 


200 Γαλλία (Παρίσι) 


αριθµός 
κ ἆ (1ο 
πλ... 36 . 


Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν τρία στοιχεία x, y, s Σ, που αποτελούν 
διαδοχικούς όρους αριθμητικής προόδου. Τότε χ{Ε7Ξ2γ. Παρατηρούμε 
ότι ο αριθµός 2Υ έχει ὡς ψηφία το 0 καιτο 2 ὡς προς βάση το 3, ενώ το ίδιο 
συμβαίνει και για το άθροισμα XAZ, µόνον όταν κ-7. που είναι άτοπο. 
αφού οι κ, 7 είναι διαφορετικοί μεταξύ τους, 

Επομένως οι αριθμοί κ. y. Ζ7του Σ, δεν μπορούν να είναι διαδοχικοί 
όροι αριθμητικής προόδου. 

Επειδή για τα στοιχεία του Σ, χρησιμοποιούμε µόνο τα ψηφία 0 και 1, 
το πλήθος τῶν στοιχείων του Σ, θα είναι 2", δηλαδή όσες είναι οι 
διατάξεις µε επανάληψη τῶν 2 ανά ῃ. Ο μεγαλύτερος αριθµός του Σ,, είναι 
ο (1. 1), δηλαδή αυτός που έχει όλα τα ψηφία του ίσα µε 1. Έτσι, αν 
πάρουµε ΠπΞ11. θα έχουµε 

2) -«2048 51983, 
αριθμούς στο Σ, απὀ τους οποίους ο μεγαλύτερος είναι ο 


26 )68573210. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑό 
Έστω ότι α. h και « είναι τα µήκη τῶν πλευρών ενός τριγώνου, Να 
αποδείξετε ότι 
α΄ Ό(α--ϱ) «Ευ ε() --«)-εἶα(ε--α)20. 
Χα προσδιορίσετε πότε ισχύει η ισότητα. 
Λύση (1 τρόπος) 
Κατ᾽ αρχήν παρατηρούμε ὅτι είναι δυνατόν να βρούμε κ. Υ,7320 τέτοια 


ώστε να ισχύει 
γεζςα,7εΧΞ0ῦ, κΈΥξς, 


αφού το σύστημα τῶν τριών εξισώσεών έχει μοναδική λύση 


(κ για) - ρες-α οἑα-υδ α ΕὓὉ-ς 
* — —— — 
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µε Χ.ν,220, λόγω του ότι οι αριθμοί a, Ὁ, ο εἶναι τα μήκη πλευρών 
τριγώνου. 


Ἔτσι η ανισότητα του προβλήματος µετά απὀ τις σχετικές 
αντικαταστάσεις και πράξεις γίνεται 


κΥ) γή) Εὖκ) Ἀχγζ(κν2). (1) 
Χρησιμοποιώντας την ανισότητα του Cauehy: 
(ία a 7 Ἰ(ο 34 bz)⸗ (αιοι aabe * ἄ1 δη J 
yid τους µη αρνητικούς αριθμούς 
αι Ξ 7, ΞΝΧ, Δι Ξ Υ. bi πγ]κΥ) -ι[γε), ο, «κ, 
προκύπτει ὅτι 
(αγ) y — — 442)2 χγσ(κ γα 2)΄ 
«5 Χγ) Υ2) «2χ Ἀχγζτ(κν 2). 


αφού χγ-220. 
Η ισότητα ισχύει αν, και µόνον αν, 


στ ΕΟΧΞΥΞ7ΘΞΘ«ΑΞυξς, 
; γ 


Παρατήρηση 
Γεωμετρικά οι αριθμοί x, y. 2 είνα τα µήκη των τμημάτων 
ΑΕΞΑΖ5Ξκ, ΒΖΞΒΛΞΥ και ΓΔΞΓΕΞΖ, όπου Λ, Ε, Ζ εἶναι τα σηµεία 


επαφής του εγγεγραμµένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓμεΒΓ-α,. ΓΑΞΕΟ, 
ΑΒβ-ο. 





Σχήµα 9] 
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2" "τρόπος 
Το πρώτο µέλος της ζητούµενης ανισότητας µπορεί να γραφεί ὡς η 
παράσταση 


σί(α «0 -)ία -δεο)(ο-ᾱ)) · (d · ea) (d e· a) ld· a · 
Ε(ογα-θ)(ς--α-«δ)ίς --) 120, 
αφού για τις πλευρές a. h. ς τριγώνου ισχύουν οι ανισότητες 
ατοςς, θες, οσα, ῦίαςς, «ναςΒ, «Όσα. 


Η ισότητα ισχύει όταν 
(ε--α)΄ -(0--α). Ξ(ς--), Ξθςα-ξῦ-ς. 


ελλ 


ο 

133 Διεθνής Μαθηματική Ολυμπιάδα. 1954 
Τόπος Διοργάνωώωσης: Τσεχοσλοβακία (Πράγα) 
Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: FP. Zitek (Ακαδημία Επιστημών Πράγας) 
Συμμετοχή: 34 χώρες µε ό το πολύ µαθητές η καθεμία 
Νέες Συμμετοχές: Κύπρος, Νορβηγία 
Μέγιστη Βαθμολογία: 432 βαθμοί ανά µαθητή 
Οι δ πρώτες χώρες: Σοβ. Ένωση (235], Βουλγαρία (203), Ρουμα- 


νία (199), Ουγγαρία (195), Η.Π.Α. (195), 
Ηνμένο Βασίλειο (169), Βιετνάμ (162], Αν. 
Γερμανία (161). 
Η Ελληνική ομάδα: πήρε µέρος µε τους µαθητές Α. Μελά (Αργυρό µετάλ- 
λιο), Θ. Αποστολάτο, Μ. Μνλωνάκη, Ε. Πανηγυράκη, A. Πολυμενάκο και 
Β. Βουζούκα ήταν 197 στην τελική βαθμολογία. Αρχηγός της ομάδας ήταν ο 
Β. Γιαννακόπουλος και υπαρχηγός ο Δ. Κοντογιάννης. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 


Αν κ. Υ. 2 είναι µη αρνητικοί πραγματικοί αριθµοί τέτοιοι ώστε 
χΕγ-2Ξ1.να αποδείξετε ότι 


πας. νεα. 
27 
Λύση 
Για την πρώτη ανισότητα έχουµε 
Υ7ΑΣΧΧΥ--2ΧΥΣΞ Υ7-ΧΥή 4 Ίχκ--χΥ7ΧΥ Ξ Υσ(1-- κ) ΣΧ(1-Υ)1ΧΥ20, 
αφού κ.γ.720 και XYyAZl, οπότε | χκ2θκα ]-Υ20. 


Για τη δεύτερη ανισότητα παρατηρούμε ότι ένας τουλάχιστον απὀ τους 
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Χ, Υ, Ζ θα είναι μικρότερος ή ίσος του : και ένας τουλάχιστον θα είναι µε- 


γαλύτερος ή ίσος του τἜστω ότι κκτς γ. Τότε θα είναι και εκ. Έτσι 
θα έχουµε 

l l 1 

⸗——x σπορ -------(κ- ν]-κν20ὐ 


| | (2 
ς-- — *— ----τ |. | 
«5 ΧΥ την τ ο: .] (1) 


Χρησιμοποιώντας την (1} έχουµε 
Υ2ΕΖΧΧΥ -2ΧΥΣΞ2(ΧΥ) ή ΧΥ(1--22) 


σαι) ὖ-ε]μ-2) 


—12 


— 


6 2242)⸗ η 


ο]-- 


ω[-α — 


αφού το τριώνυµο --37” 2742 έχει για 7 J μέγιστη τιµή 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 
Βρείτε ένα ζεύγος θετικών ακέραιων αριθμών a, Ὁ έτσι ώστε ο α- 
ριθµός αὐ (αν) να µη διαιρείται µε το 7, αλλά ο αριθμός 


(44b) -aꝰ --μ7 να διαιρείται µετο 7. 


Λύση 
Έχουμε 


(ως ϱ)΄ -aꝰ · bꝰ ⸗· dabſ ſaꝰ · bꝰ ) 3ab (ο) οἱ) σαν (ο) 
7ab(a⸗ ο) (α” 2a 5-34” 2403 ος οἱ 
7ab(a· b)ſa⸗ ab⸗ bꝰ. 


Επειδή ο αριθμός αὐ(α -- b) δεν διαιρείται µε το 7, αρκεί να προσδιορί- 
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. ς — 2 

σουµε τα a και Ὁ ἔτσι ώστε ο αριθμός a* FabAbẽ να διαιρείται µε to 7. 
΄ φ ΄ 2 ΄ 

Τότε ὅμως πρέπει a?ꝰ 4ab 462 27), οπότε 


(a 46 aꝰ -- οὓς ϱ) 2 Τ) --243, 


δηλαδή πρέπει να ισχύει α. 92109, 
Με δοκιμές βρίσκουμε το ζεύγος (4,8) Ξ (18.1). Πράγματι, θεωρώντας 
51, τότε ζητάµε το a να εἶναι τέτοιο ώστε να 


a244 412 7. x, 


όπου λ. θετικός ακέραιος. Για Al έχουμε 4244 412343 ij ισοδύναμα 
a2 40 -342-0 ἡ (a-18)(44 19)2 0, απὀ την οποία προκύπτει ότι αΞ 18. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Αίνονται σηµεία Ο και Α στο επίπεδο. Κάθε σηµείο στο επίπεδο εἰ- 
ναι γρωματισμµένο µε ἕνα χρώμα από ἕνα σύνολο πεπερασμένου πλήθους 
χρωμάτῶν. Δεδομένου ενός σημείου X του επιπέδου, ο κύκλος (ΣΧ) ἑ- 


Λ 


χει κέντρο Ο και ακτίνα ΟΝ ο 





. όπου η γωνία AOX μετριέται σε 


ακτίνια στο διάστηµα [ο, 2π). Χα αποδείξετε ότι μπορούμε να βρούμε 
ένα σηµείο Χ. όχι πάνω στο ΟΛ, έτσι ὡστετο γρώµα του να εμφανίζεται 
σε κάποιο σηµείο του κύκλου C(X). 


Λύση 
Έστω ὅτι το αποτέλεσµα είναι ψευδές. Θεωρούμε τυχαίο κύκλο 
Ο/(Ο.Κ} και συμβολίζουμε ϐ(Χ} το µέτρο σε ακτίνια της γωνίας ΑΟΝ, 


05Ξ0(Χ])ς« 2π και τΞΟΧ. Τότε 


— ο(χ). ο). — 
—— —A— [ [ [)Ξ6(Χ). 
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ἱ 
Σχήµα 93 
Επομένως ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Χ για τα οποία ο κύκλος 
CCX) ταυτίζεται µε τον κύκλο Ο,{Ο.Κ}) είναι µία σπείρα (ελικοειδής κα- 
μπύλη) απὀ το Ο µέχριτο σηµείο τοµής Β του Οι (O, R) µετην ΟΑ. 
Σύμφωνα µε την υπόθεσή µας πρέπει κάθε σηµείο αυτής της σπείρας να 
έχει διαφορετικό χρώμα απὀ ὅλα τα χρώματα που εμφανίζουν τα σηµεία 
του κύκλου Οι (O. R). 


Ὑποθέτουμε ότι υπάρχουν ακριβώς π χρώματα. Τότε θεωρώντας διαδοχικά 
κύκλους Ca (082), Οἱ {.:)....Ό,μι (0.8.1!) µε Κιμ «Κι «'' «Ε, «Κ 
σε καθέναν απὀ αυτούς θα υπάρχει σηµείο διαφορετικού χρώματος απὀ αυτά 
των σηµείῶν του Οι. Έτσι συνολικά βρίσκουμε ὅτι υπάρχουν πςἰ χρώματα 
που είναι άτοπο. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 

Ἔστω ότι ABCD είναι ένα κυρτό τετράπλευρο µετην ευθεία (ῦὉ ε- 
φαπτόμενη στον κύκλο µε διάµετρο ΛΒ. Χα αποδείξετε ότι η ευθεία ΑΒ 
είναι εφαπτόµενη στον κύκλο µε διάμετρο («Β αν. και µόνο αν, οι BC 
και AD είναι παράλληλοι. 


Λύση 

Αν ΑΒ και CD είναι παράλληλες, τότε η ΑΒ είναι εφαπτόµενη στον 
κύκλο στη διάµετρο CD αν, και µόνο αν, ΑΒΞ CD, δηλαδή, αν, και µόνο 
αν, ABCD είναι παραλληλόγραμμο. Έτσι το αποτέλεσµα ισχύει στην περί- 
πτώση αυτή, (Σχ. 94). 
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Σχήµα 94 Σχήµα 05 


Υποθέτουμε ὅτι ΑΒ και CD τέμνονται στο Ο. Έστω ὅτι το Μ είναι το 
µέσο του ΑΒ και Ν το µέσο του CD. Ἔστω ὅτι το 5 είναι το ίχνος της καθέ- 
του απὀ το Ν στην ΑΒ και το Τ το ίχνοςτης καθέτου απότο Μ στο). Α- 
πό την υπόθεση έχοµε ΜΤ- ΜΑ καιτα τρίγώνα ΟΜΤ, ΟΝΕ είναι όμοια, 
οπότε θα ισχύει 

οΜ ΟΝ 
Μτ Ν5᾿ 
από την οποία προκύπτει 


ΟΜΑΜΤ ΟΝΑ«Ν5 ΟΒ ΟΝΑΝΡ. 
Επομένως, αν η ΑΒ εφάπτεται του κύκλου διαμέτρου CD, τότε θα ἕ- 
χουμε ΝΡΞΝΕΟΞ Νς και ον - ο. .οπότε θα έχουµεκαι ΒΟΠΑΡΟ. 
ο8 οὐ 
Αντίστροφα, αν είναι Β6Ο ΑΡ. τότε θα έχουμε 
ου 0ΟΑ. ΟΝ-- ΝΟ «ΟΝΝ5 ΝΕ - Νς 
οὗο OB ONND ΟΝΑΓΝΡ 


οπότε ο κύκλος διαμέτρου CD εφάπτεται της ΑΒ. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 
Έστω ότι το ἆ είναι το άθροισµα τῶν μηκών όλων τῶν διαγωνίων 
ενός επιπέδου κυρτού πολυγώνου µε η» 3 κορυφές, Έστω ότι ρ είναι η 


περίµετρος. Να αποδείξετε ότι: π--ᾱ« — με. 2, όπου το [χ] 


συμβολίζει τον μεγαλύτερο ακέραιο που δεν υπερβαίνει το κ. (δηλαδή 
είναι το ακέραιο µέρος του κ). 


Λύση 
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Άη ως 
Α 


Ἰ 






A 
— 
Σχήµα 96 
Ονοµάζουµε ΑΙ. Αλ... Αρ τις διαδοχικές κορυφές του κυρτού πολυ- 
γώνου και ἑστω Αρ 5 ΑΙ. Θεωρούμε τις διαγώνιους Α;Α και Αι 
που ἑστω τέμνονται στο σηµείο Κ.. Τότε θα έχουµε απὀ τη τριγωνική ανισό- 
τητα στα τρίγώνα AA και ΚΑ Αμιν ότι 
ΑιΑιΤΑμιΑμι2ΑΙ ΑΙ ΤΑ Λι (1) 


Η ανισότητα (1) αληθεύει για κάθε i, 1Ξ 1,2... π, οπότε θεωρούμε τις 
nꝰ ανισότητες που προκύπτουν απὀ την (1) για όλα τα Ἱ, 1Ξ1,2...., Και 


τις προσθέτουμε κατά µέλη. Τότε θα έχουμε στο πρώτο µέλος το τετραπλά- 
σιο του αθροίσματος τῶν μηκών ὅλων των διαγωνίῶν του πολυγώνου, ενώ 


στο δεύτερο µέλος προκύπτει (η -3) φορές το διπλάσιο της περιµέτρου του 
πολυγώνου, δηλαδή έχουµε 


44» (η -3):2ρ95 θα”, 
Επιπλέον έχουµε, για i. 15 12... να, j⸗ εξ τεμ 
ΑιΑ «Αι ΓΑμΙΑΙ2 ή: ΑΡΑ, (2) 
και διακρίνουμε τις περιπτώσεις; 


Ι) Αν π περιττός, δηλαδή η Ξ2Κκ-Ι, τότε θεωρούμε τις σχέσεις (2} για 
Ξίατ, rSk, οπότε έχουµε 


AMM ΞΑιΑμι ΑΛΑ Έτ Αννα Ά ως ΓΞ ὀνννννΚ 
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τις οποίες προσθέτουμε κατά µέλη οπότε λαμβάνουμε 
ΑΛ ΈΛιΑμι «(Κ-1)ΑΙΑιΣ(Κ-Ι)ΑιΑμς Ε(κ-2)Α, Αμ 
*6 -3) Αι A — AA 
Αθροίζοντας τις παραπάνω ανισότητες κατά µέλη. για 1Ξξ1,2.... λαµ- 
βάνουμε 
ἀ«[(Κ--τ)( 2". κ-τ)]ρ 
κ 
ο.-, 
2 
p nn*l p 
— 2——————— |--213-. 
ο σα: 
2) Αν π άρτιος, δηλαδή πΞ2κ., τότε έχουµε πάλι 
AA ΑιΑιιο ΤΙ ΤΑ Αι, 2ΣΤΞΣΚ-Ι 


AA . 


τις οποίες προσθύτουµε κατά µέλη, όπως προηγουμένως, για να λάβουμε 


——— 


Άρα σε κάθε περίπτωση προκύπτει η ανισότητα 
24 ε | Π.Ι | 
-----ς| — -----{--2. 
p 2] 2 
ΠΡΟΒΛΗΝΛό 


Ἔστω ὅτι α, Ὁ, ε, 4 είναι περιττοί ακέραιοι αριθμοί έτσι ώστε 
θςκαπ «ὓςεςςά και ad - ὃς. Χα αποδείζετε ότι, αν για κάποιους ακέ- 


ῥαιους κ. πι ισχύει α--ᾱ -- 2Η και νο - 23, τύτεα- 1. 
Λύση 
Επειδή είναι α«ς και ἆ-ς20, θα έχουµε α(--ε)«ε(ά--«), οπότε 


be ac «ε(ά-ε)Ε b·a «ά-εἙΞ αθφΣθεςςς2 221 ο Κ2πι, 
Επιπλέον έχουµε 


270 Τσεχοσλοβακία (Πράγα) 
be⸗ ad «» {2 --ρ]--α(21 --ᾱ] ε» bꝰ --ᾱ- «23 (0--2)””3α). 

Αλλά Ὁ΄ --ᾱ- Ξ/(54α)(0--α]. και οι (ὁ 4) και (0 --ᾱ} δεν µπορεί και 
οι δύο να είναι διαιρετοί απὀ το 4 (αφού α και Ὁ είναι περιττοί). Έτσι ο 23) 
πρέπει να διαιρεί το να ἡ Ό-α. Αλλά αν διαιρεί το b-a, τότε 
υ--α2 23 και έτσι Ὁ 2 23’ και ς»Σ23.., οπότε Όή-ς 22"", άτοπο. Ἆρα 
ο 23 διαιρείτο ὃ--α. Αν είναι δα 22" -«β-ες, τότε ας, άτοπο. Ἆρα 
ῦχαξ23Ί, Ἔτσι έχουµε ὑ-2Ἴ--α, «Ξ23 "κα, ἆΞ2---α. Τώρα 


χρησιμοποιώντας την ισότητα ὃς Ξ ad έχουµε 24 - 233:3, Αλλά ο α είναι 
περιττός, οπότε πρέπει ᾱξ |. 
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Τόπος Διοργάνώσης: Φινλανδία (1 ιόουτσα -- Ελσίνκι) 

Πρόεδρος Συµβ. Αργηγών: Καθηγητής I. Laine (oensuu) 

Συμμετοχή: 38 χώρες µε 6 το πολύ µαθητές η καθεµία 
Νέες Συμμετοχές: [ράν, Ισλανδία, Ταϊβάν. 

Μέγιστη Βαθμολογία: 432 βαθμοί ανά µαθητή 

Οι δ πρώτες χώρες: Ρουμανία (201), Η.Π.Α. (150), Ουγγαρία 


(168], Βουλγαρία (165], Βιετνάμ (144), Σοβ. 
Ένωση (140), Δ. Γερμανία (139), Αν. 
Γερμανία (136). 
Η Ελληνική ομάδα πήρε µέρος µε τους µαθητές Δ. Γουνόπουλο, ΠΠ. 
Τζερμιά (Αργυρό μετάλλιο), Β. Μισούλη (Χάλκινο μετάλλιο), Ἰ. 
Μαραντίδη, Ζ. Μπομµπολάκη, Ἱ. Συνοδινό και ήταν 203 στην τελική 
βαθμολογία. Αρχηγός της ομάδας ήταν ο κ. Θεόδωρος Μπόλης και 
υπαρχηγός ο κ. Δημήτρης Κοντογιάννης. 


ΠΡΟΒΛΗΛΝΑ 1 

Ἕνας κύκλος ἔχει κέντρο στην πλευρά ΑΒ του εγγεγραμµένου τε- 
τράπ)ενυρου ABCD του οποίου οι άλλες τρείς πλευρές είναι εφαπτόµε- 
νες στον κύκλο. Nu αποδείξτεότι ADABCS ΑΗ. 


Λύση (1 τρόπος) ., 
Είναι προφανές ὅτι οι γωνίες Α, Β είναι οξείες. Έστω ΗΡ η διάµετρος 
του δεδομένου κύκλου, οπότε θα είναι ΗΜΡ -ο0” και 
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Σχήµα 97 Σχήµα 98 


ΑΜΒ 500’ -ΑΒ5 ΜΒ και ΛΒΣΜΑ. Από το εγγράψιµο ABCD ἑ- 
χουμε: οέρ ΞΑ «90 - ΜΒ» 0Β. Τελικά ΑΒ » CB. Έστω Τ σηµείο της 
ι80”-Β Αῦς 
2 2 
ΑΒ(Ὦ), οπότε στ Ρ- οὓς. Άρα ΟΤΟΡ/(ἡ ΤΟςΡ) εγγράψιµµο σε κύκλο 


και ὈΤΟ --ΕΓΧΧ.-- 8 iν αα - J— 


ΑΒ ώστε Βς - ΒΤ. Τότε ΤΗ - 





(απὀ το εγγράψιμμο 





4 Α 


ΑΒ 
— 
Άρα έχουµε 





* * * — — 
ΟΤΑ -80’ --ΡΤς- ΒΤς -- ISO- ο --υ-ἷ 


. * ... β 
ΑΌΤ «180 -Α-ΌΤΑ «180 -Α------- ο —— 

Επομένως και to τρίγωνο ΑΡΤ είναι ισοσκελές µε ΑΡ - ΑΤ και επειδή 
BC ΒΤθα έχουµε: ΑΡ ΒΟΓ ΑΒ. 


2”: Τρόπος 

Ἔστω ὅτι ο κύκλος εφάπτεται τις ΑΡ, CD. Β6 στα σηµεία 1., Μ, Ν αᾱ- 
ντιστοίχως. Θεωρούμε το Χ στην ευθεία AD στην ἴδια πλευρά του Α ὅπως 
και του D, έτσι ώστε ΑΧΞ ΑΟ, όπου Ο είναι το κέντρο του κύκλου. Τώρα 
τα τρίγώνα ΟΙ Χ και OMC εἶναι ίσα, γιατί ΟΙ. - ΟΜ (ακτίνες του ίδιου κύ- 
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ΡὲΜ.. ον, 
αφού το ΑΒ(ςΡ είναι εγγεγραμμένο. Ἆρα θα έχουµε ΙΧΞΜΕΟ, οπότε 
ΟΑ- ΑΙ. ΜΟ. Οµοίως  ΟΒΞΒΝΑΜΌ. Αλλά ΜΕςΞΕΝ και 
Μο - ΡΙ.. αφού οι εφαπτόµενες απὀ το ίδιο σηµείο έχουν ίσα µήκη, οπότε 
θα έχουµεΑΒΞΟΑΛΟΒΞ ΑΙ ΤΙΡΙΟΝΑΝΗΕΞΑΡΑΕΒΕΟ. 


κλον), ΟΓ:Χ -Ξ90:-ΟΜΕ, και ΟΧΙ. Ξ (180:--Α]/2- - 





ΠΡΟΒΛΗΝΙΑ 2 

Έστω ότι π και Κ είναι πρώτοι μεταξύ τους θετικοί ακέραιοι αριθ- 
μοί µε Κ«π. Κάθε αριθµός στο σύνολο Μ -{1.2,ᾶ,...νπ-- 1} είναι 
χρωματισμένος µπ)ε ἡ άσπρος. Για κάθε ĩ µέσα στο Μ και το i και το 
η --ἶ έχουν το ίδιο χρώμα. Για κάθε i µέσα στο ΝΤ που δεν ισούται µετο 
k. και το i και το [ - κ έχουν το ίδιο γρώµα. Να αποδείξετε ότι όλοι οι 


αριθμοί στο Μ πρέπει να έχουν το ίδιο γρώμα. 


Λύση: 

Οι π και Κ εἶναι πρώτοι μεταξύ τους, οπότε οι αριθμοί, 
0, k. 2... (π--1)Κ σχηματίζουν ένα πλήρες σύνολο απὀ υπόλοιπα ΠΟΠ, 
Έτσι οι αριθμοί Κ, 2Κ, ..., (n-I)k είναι ισοὔπόλοιποι πιοάπ µε τους αριθ- 
μούς , 2,.., π--ἶ µε κάποια σειρά. Ὑποθέτουμε ὅτι το τκ είναι ισοὔπόλοιπο 
µε το τ και το {1-Ι)Κ είναι ισοὔπόλοιπο µε το 5. Τότε θα είναι 
(ΕΛὐκ-ικ-ς-ταπολίπ)λε Κ-ς-ταπολίπ],και αφού Κςπ οι δυνατές 
περιπτώσεις είναι να έχουµε ΚΞδ-τή Κξδ-τεπ, δηλαδή θα έχουµε 
ςΞΓΕΚήἡ5δθςγέκ-ῃπ. Εάν 5Ξτ{Κ, τότε αµέσως έχουµε ότι τΞ5-κΚ 
και 5 έχουν το ίδιο χρώμα. Εάν 5Ξτ«κ-π,τότε γζη--(Κκ--5}. οπότε απὀ 
την υπόθεση το τ έχει το ίδιο χρώμα µε το Κ-- και το Κ---έχει το ίδιο 
χρώμα µε το . Έτσι σε οποιαδήποτε περίπτωση τα τ και 5 έχουν το ίδιο 


χρώμα. Δίνοντας στο { τιµές από το l ὡςτο ῃ--2, διαπιστώνουμε ὅτι όλοι 
οι αριθμοί του συνόλου M έχουν το ἴδιο χρώμα. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Για οποιοδήποτε πολυώνυµο Ῥ(χ)-αμ αχ. αχ" µε ακέραι- 
ους συντελεστές, 0 αριθµός τῶν περιττών συντελεστών συμβολίζεται µε 
ο(Ρ). Για 1 --θ,1,2.... έστω ότι Οι (κ) Ξ(13 κ) Να αποδείξετε ότι αν 
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ἕμι γενν κ ἳ Είναι ακέραιοι, τέτοιοι ώστε να επαληθεύουν τις σχέσεις 
01, «ἴν «'' «ἰρ,τότε: ο(ο, Οι 1: Οι)2ο(ο,). 


Λύση 

Αν το ! είναι δύναμη του 2, τότε όλοι οι συντελεστές του Ο, είναι ἀρ- 
τιοι εκτός του πρώτου και του τελευταίου. Ὑπάρχουν διάφοροι τρόποι για 
να το αποδείξουµε αυτό. Ο συντελεστής του χ' στο πολυώνυµο Ο,(κ} είναι 


µ, . .Ὑποθέτουμε ότι O r ꝛi. ο. 
Ἡ — 21 





. όπου ο ᾱ- 
4 ⸗ ο ὠ . ώ , 1 
ριθµός είναι ακέραιος και απὀ την υπόθεσή µας 1-2” ή, οπότεο 


αριθµός ἳ Ίνα άρτιος., 


Έστω ότι 0950, "ΙΣΟ, Χρησιμοποιούμε επαγωγή στο Ἱμ. Αν 
/Ξ1, τότε πρέπει να έχουµε ηΞ 2,1 Ξ0 και {2 Ξ], οπότε 0Ξ2 Εκ, που 
έχει τον ἴδιο αριθµό απὀ περιττούς συντελεστές όπως το Ο, 51. Ὑποθί- 


τουµε ότι αυτό είναι αληθές για μικρότερες τιµές του 1. Θεωρούμε το m 
δύναμη του 2 έτσι ώστε m Si, «Όπικαι διακρίνουμε δύο περιπτώσεις 


ῃ Ἔπι και Ἰσπι. Θεωρούμε πρώτα Ἱ πι. Τότε ο, Ξ(1::Χ)Α, 
Ο-(1 4 κ); Β, όπου Α και Β έχουν βαθµό μικρότερο απὀ το πι. Επιπλέον, 
τα Α και Β είναι της ἴδιας µορφής όπως το Ο, και ο (όλα τα 1; μειώνονται 
κατά πι, οπότε έχουµε µε επαγωγή ότι ο(Α)ςο(Β]. 

Επίσης ο(ς,) - οί(1:.κ)" Α]- οίΑ εκ" Ά) -2ο(Α) «20(Β) -ο(Β- κ" Β]- 
ο[(! x Β] Ξο(0), που αποδεικνύει το ζητούμενο για το {,. Απομένει η 
περίπτωση µε {ι «πι. Θεωρούμε το τ έτσι ώστε { «Ππ ςἶιιι και θέτουµε 
Α.Ο οι, (1 κ)” Β50,, ΡΟ, . ἔσι ώστε Α και Β να έχουν 
βαθμό ꝰm. Τότε 

ο(ϱ)-ο[ Αι: κ)” β]- ο[ΑΒεκ"Β]- (ΑΒ) ο(Β). 
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Ισχύει ὅμως ὅτι 
ο(Α -Β]--ο(Β)2 ο(Α-Β5Β)Ξο(Ἁ], 

επειδή ένας συντελεστής του A είναι περιττός µόνο αν ακριβώς ένας από 
τους αντίστοιχους συντελεστές του A—B και Β είναι περιττός. Αλλά 
ο(Α -Β)-ο(Α-Β). επειδή οι αντίστοιχοι συντελεστές του Α -Β και 
ΑΒ είναι εἶτε ίσοι ἡ της ἴδιας ισοτιµίας. Ἐπομένως οίΑ-Β)-- 
ο(Β)Σο(Α). Αλλά ο(Α)2οίς,). (απόδειξη µε επαγωγή), οπότε 
ο(Β)Σο(ο͵, |. 


ΠΡΟΒΛΗΝΙΛ 4 

Αίνεται ένα σύνολο ΝΙ από 1985 διακεκριμένους ακέραιους θετικούς 
αριθμούς κανένας από τους οποίους δεν έχει πρώτο διαιρέτη μεγαλύτε- 
po από 23. Να αποδείξετε ότι το ΝΙ περιέχει ένα υποσύνολο 4 στοιχείων 
των οποίων το γινόμενο να είναι η τέταρτη δύναμη ενός ακέραιου αριθ- 
μού. 


Λύση: 

Ὑποθέτουμε ότι έχουµε ένα σύνολο τουλάχιστον 3:23" ΕΙ αριθμών των 
οποίών οι πρώτοι διαιρέτες είναι όλοι απὀ ένα σύνολο µε η στοιχεία. Έτσι 
κάθε αριθµός µπορεί να γραφτεί ως Ρ/...Ρ; για κάποιους μη-αρνητικούς 
ακέραιους τ., όπου {Ρ,,...,κ} είναι το σύνολο τῶν πρώτῶὠν κοινών παρα- 
γόντων σε όλους τους αριθμούς. Ταξινομούμε κάθε τ ὡς άρτιο ἡ περιττό. 
Αυτό µας δίνει 2”. περιπτώσεις αριθμών. Αλλά υπάρχουν περισσύτεροι από 
23 εἰ αριθμοί, οπότε δύο αριθμοί έχουν την ἴδια ταξινόμηση και έτσι το γι- 
νόμενό τους είναι τέλειο τετράγώνο. Μετακινούμε αυτούς τους δύο αριθ- 
μούς και παρατηρούμε τους εναπομείναντες. Ὑπάρχουν ακόµα περισσότε- 
ροι απὀ 2” ΑΙ, οπότε βρίσκουμε κι άλλο ζευγάρι µε την ἴδια ταξινόμηση. 
Μπορούμε να επαναλάβουµε την διαδικασία µέχρι να βρούμε 2" εἰ ζευγά- 
ρια µε γινόμενο τέλειο τετράγωνο. Όταν θα έχουµε μετακινήσει 2” ζευγά- 
ρια, θα υπάρχουν ακόµα 2” ΕΙ αριθμοί εναπομείναντες, πράγµα πον είναι 
αρκετό για να βρούμε το τελικό ζευγάρι. Αλλά τώρα μπορούμε να ταξινο- 
µήσουμε αυτά τα ζευγάρια σύμφῶώνα µε το αν κάθε εκθέτης στην τετραγῶ- 
νική ρίζα του γινομένου τους είναι άρτιος ἡ περιττός. Οµοίώς θα βρούμε 
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δύο ζευγάρια µε την ἴδια ταξινόμηση. Το γινόμενο αυτών των τεσσάρων α- 
ριθμών είναι τώρα η τέταρτη δύναμη. 

Εφαρμόζοντας αυτό στην υπόθεση που έχει δοθεί, υπάρχουν 9 πρώτοι 
μικρότεροι ἡ ίσοι µε 23 (2, 3, 5, 1, 1, 13, 11, 19, 23), οπότε χρειαζόμαστε 
τουλάχιστον 3.512 3415 1537 αριθμούς για να λειτουργήσει η παραπάνω 
διαδικασία και έχουµε 19585, Το κλειδί είναι να βρούμε την τέταρτη δύναμη 
σε δύο στάδια, βρίσκοντας πρώτα πολλά τετράγώνα. Αν προσπαθήσουµε να 
πάμε κατευθείαν στην τέταρτη δύναμη, αυτή η διαδικασία δεν θα λειτουρ- 
γήσει (σίγουρα χρειαζόμαστε περισσύτερους από 5 αριθμούς για να είμαστε 
βέβαιοι ότι θα βρούμε τέσσερις όπου το άθροισµα στο Οπιοά 4, και 5 εἰ- 
ναι πάρα πολύ µεγάλο). 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 

Ἓνας κύκλος κέντρου Ο περνάει από τις κορυφές Α και ϱ του τρι- 
γώνου ABC και τέμνει τα τμήματα AB και Β6 πάλι σε διακεκριµένα 
σηµεία Κ και Ν αντίστοιχα. Οι περιγεγραμµένοι κύκλοι των ABC και 
KBN τέμνονται σε ακριβώς δύο διακεκριµένα σηµεία Β και M. Να απο- 
δείξετε ότι η γωνία OMB είναι ορθή. 


Λύση: 

Οι τρεις ριζικοί άξονες τῶν τριών κύκλων λαμβανομένων ανά δύο BM. 
NK και ΑΟ συντρέχουν. Ἑστω ότι το Χ είναι το σηµείο της τοµής. [Δεν 
μπορούν όλοι να είναι παράλληλοι, αλλιώς τα Β και Μ θα συμπίπτανε], Το 
πρώτο βήμα είναι να δείξουµε ότιτο ΧΜΝΟ είναι εγγράψιµο. 

Ανάλογα µε το σχήμα θα έχουµε : 


ΧΜΝ -Ι80:--ΧΟΝ ή ΧΜΝ -Ι805--ΒΝΝ -Ι80:--ΑΚΝ -Ι80:-ΑΟΝ. 


αφού απὀ τα εγγράψιµα ΒΜΝΚ και ACXK έχουµε ότι 
ΒΜΝ - ΑΚΝ Ξ ΧΟΝ. 
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Επομένως και το τετράπλευρο ΧΜΝΕΟ είναι εγγράψιµο, οπότε θα έχου- 
με; 
ΧΜ.ΧΒ- ΧΚ.ΝΧ-ΧΟ” -ON 
ΒΜ:ΒΧ-ΒΝ:Βς-ΒΟ -ΟονΝ”, 
από τις οποίες µε αφαίρεση κατά µέλη προκύπτει 
ΒΟ΄ -ΧΟ” -ΒΧ.(ΒΜ- ΧΜ)Ξ(ΒΜ « ΧΜ)-(ΒΜ- ΧΜ)- ΒΜ” -ΧΜ2. 


Από την ισότητα ΒΟ΄ --ΧΟ” - ΒΜ΄ -ΧΜ᾽ έχουμε ότι OMAXB δη- 
λαδή ΟΜΗΒ --οϱ”. 


ΠΡΟΒΛΗΜΛό 

Για κάθε πραγµατικό αριθµό χι κατασκευάζουµε την ακολουθία 
Χι.Χλ.... θέτοντας 

Χμ Ξ 1* 3*8 κάθς η - l, 2.... 
n 

Χα αποδείξετε ὅτι vräpyri μοναδική τιµή του χι για την οποία ι- 

σχύει 
OX, «μμ ς].γιακάθεη- 1,2..... 

Λύση 

Θα προσπαθήσουμε να προσδιορίσουμε δύο ακολουθίες (ᾳ, και (ος) 
έτσι ὡστε να ισχύει 

ο ο ο παιδι 

όπου η ακολουθία (α, } θα είναι γνησίως αύξουσα, ενώ η ακολουθία (5, ) 
θα είναι γνησίως φθίνουσα. 

Επειδή η ακολουθία (κ, } πρέπει να είναι γνησίως αύξουσα και µε θετι- 
κούς όρους μικρότερους του 1, θα πρέπει να ισχύει η σχέση 


Χρωι Χο Ξ Χὸ * -Χῃ Ξ 1 — — 


για κάθε η Ξ I.2.. δηλαδή 


δα. αχ. ηΞΙ,2,.... 
n 
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Για κάθε θετικό ακέραιο π ορίζουµε τη συνάρτηση f, (x) ὡς εξής: 


{ι(χ)Ξκ και —V —— a2 
Τότε θα έχουµε 


(κι) κι, [ο (χι) ἔι (κι) { (κι) Επ κι (κι "τα, 


και αν υποθέσουμε ότι {(κι}Ξ κι. τότε θα έχουµε 


(αι |-ε ος ο . 1 9 — 


Επομένως για κάθε θετικό ακέραιο n θα ισχύει: f. (κι) κι, δηλαδή ὁ- 
ταν δίνεται ο χι µέσω της συνάρτησης {, ορίζεταιο χι. ης 1,2... 

Οµοίως χρησιμοποιώντας επαγωγή ὡς προς το ῃπ, αποδεικνύουµε ὅτι η 
συνάρτηση Γι (κ) είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα [0.1], για κάθε 
ΠΞΊ,2..... Όμως έχουµε {,{0)-:0 και f, (1) 1. για κάθε πΞ],2..... 

Επομένως για κάθε η Ξ].2.... υπάρχουν μοναδικοί πραγματικοί αριθ- 
µοία,. ο, µεθ-α, «Ὁ, «ἶ τέτοιοι ώστε να ισχύουν 

* ( ).1--- και { (0) Ξ1, για κάθε η Ξ],2..... 
ῃ 

Ἔτσι ορίζονται δύο ακολουθίες (α,), αΞ],2,... και (0), η τ- δεν, 

για τις οποίες έχουµε επιπλέον ὅτι 
Ι 


[οι (4.)* f. ία, ι ία, J - ας 8 - [πε (αι) 


Ι ] 
αν. (ο, ὶΞ . (ο, ο (ο, * — —— Ι * οί (ος ) J 
οπότε, λόγω του ότι η συνάρτηση fenx) είναι γνησίως αύξουσα στο 
[0,1], προκύπτει ότι 
ᾱ, (μμ και ὃς 2 Όρια κάθε η Ξ].2,..., 


δηλαδή η ακολουθία (a, )in — 1,2... εἶναι γνησίως αύξουσα, ενώ η ακο- 
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λουθία (0, ) η Ξ 1.2... είναι γνησίως φθίνουσα. 


Από τα προηγούμενα έχουµε 


θκαιςα. · Ja, «ἅριισ'  «Όριςῦρς"' ςὓις«], (1) 


και επειδή το σύνολο ΑΞ /{8.82...., Άι.) είναι φραγµένο άνω µε άνω 
φράγμα κάθε ὃ,, πΞ],2,..., σὐμφῶνα µε το αξίωμα της συνέχειας των 
πραγματικών αριθμών, θα υπάρχει το ελάχιστο άνω φράγμα κι του συνό- 
λου Α, που συμβολίζεται µε sup Ξκι. Λόγω τῶν ανισοτήτων (1) θα ισχύ- 
ει; 

ᾱ, «χι, Ίιακάθε η Ξ1,2...., 
οπότε θα είναι και 

(8) (χι) f. (.). πΞ1,2,... 


[οκ οἲ αλ... (2) 
ῃ 
Επιπλέον θα έχουµε [λόγω της (2)] 
Χρ] 1 πρ “—— 2 
η πῃ ἢη 


οπότε τελικά θα ισχύει; 
OX, «Χις].γιακάθεη-],2..... 


Μένει να αποδείξουµε ακόµη ὅτι ο αριθµός χι Ξ»αρΑ, που προσδιο- 
ρίσαµε παραπάνω, είναι μοναδικός, Αυτό προκύπτει απὀ το θεώρημα του 
κιβωτισμού ή θεώρημα των Cantor-Dedekind, για το οποίο ὅμως απαιτείται 
η επιπλέον υπόθεση ότι πι (ο, -ᾱι Ξθ. 

ῃ 09 


Πράγματι έχουµε 
— — 
Ξ(0, -ᾱρ ή Επ λον, -ᾱ- 


αφού ισχύει ὅτι 9 οἱ ή λες, [Αν ίσχυε ότι —— τότε θα 
η n η 


250 Φινλανδία (Γιόσυτσα -- Ελσίνκι) 


είχαµε {ιία,)Ξα, μι και αν υποθέσουμε ότι ο (ο) «Ι---- γιακ«π, 
n η 
τότε προκύπτει ότι; 
Ι 


πστα Γ η NMb Ῥ 


ισχύει και [, («1 - .Ύια κάθε π, που είναι άτοπο.] 


. 


—54— δηλαδή θα 
η η 

Έτσι καταλήγουμε στις ανισότητες 

0, -ἂμ 5 [η (ος) -ἕ, ο 
ῃ 


και αφού. lim ᾱ 0, θα ισχύει και ότι im (ο, -ᾱς)Ξ0. 
nn n 
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Τόπος Διοργάνωσης: Πολωνία (Βαρσοβία) 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: δ. Βαἱεστ2γκ (Παν/μιο Τορούν) 

Συμμετοχή: 37 χώρες µε 6 το πολύ µαθητές η καθεμία 
Μέγιστη Βαθμολογία: 432 βαθμοί ανά μαθητή 

Οι δ πρώτες χώρες: Σοβ. Ένωση και Η.Π.Α. (203), Δ. Γερμανία 


(196), Ταϊβάν (1771, Αν, Γερμανία (172), 
Ρουμανία (171), Ουγγαρία (168), Βουλγαρία 
(161). 
Η Ελληνική ομάδα πήρε µύρος µε τους µαθητές Χ. Ταμβάκη (Χάλκινο µε- 
τάλλιο), Δ. Κοντοκώστα, Θ. Θεοδοσόπουλο, Τ. Σταμκόπουλο (Χάλκινο µε- 
τάλλιο), A. Πολίτη, Π. Βλάμο και ἦταν 23" στην τελική βαθμολογία. Αρχη- 
γός της ομάδας ήταν ο κ. Θεόδώρος Μπόλης και υπαρχηγός ο κ. Δημήτρης 
Κοντογιάννης, 


ΠΡΟΒΛΗΝΛ 1 

Ἔστω ἆ ένας θετικός ακέραιος διάφορος τῶν 2. 85. 13. Να αποδείξετε 
ότι μπορούμε να βρούμε δύο διαφορετικούς αριθµούςα, β ε{δ. 5. 13, 4) 
τέτοιους ώστε ο αριθµός αβ - Τ να µην είναι τέλειο τετράγωνο. 


Λύση 

Ας υποθέσουμε ότι οι αριθμοί 24 - 1, δά - 1, Τλά - 1 είναι όλοι τέλεια 
τετράγωνα, δηλαδή 

24- 1Ξχ2, 54- 12,. 194 - Ι Ξ 23 
για κάποιους ακεραίους κ, Υ, 7. 

Από την πρώτη σχέση έχουµε ὅτι ο x εἶναι περιτός, οπότε 
Χ2Ξ 1 (πιοάδ) και 24 Ξ χ”» 1» 2(πιοάδ). Ἆρα ο ἆ είναι περιττός. Τότε ὅμως 
οι αριθµοί y. Ζ είναι άρτιοι, οπότε μπορούμε να θέσουµε Υυ - 2κ,Ζ- 2λ για 
δύο ακεραίους κ, λ. Αφαιρώντας κατά µέλη τις δύο τελευταίες απὀ τις αρχι- 
κὲς σχέσεις, έχουµε: 


..9 
οσο 
. 


Πολωνία (Βαρσοβία) 


73 -γὰ -- 84 ή ο 1-κ-24 ή (λ-κκλ-κ)- 24, 


Επειδή οι αριθμοί λ.- κ. λ. Ἔ κ εἶναι είτε και οἱ δύο άρτιοι είτε και οι δύο 
περιττοί, καταλήγουμε στο ὅτι ο d πρέπει να είναι άρτιος, που είναι άτοπο, 

Ἔτσι κάποιος απὀ τους αριθμούς 24 - 1. 5 - 1, 154 - 1 δεν εἶναι τέλειο 
τετράγώνο. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

Ἔστω ένα τρίγώνο ΑΛ} και ἑνα σηµείο Βι στο ίδιο επίπεδο. E- 
στω Αιγ.ξΛΑε.ι ια κάθε Κ24. ἹΚατασκευάζουε τα σηµεία 
Ρ,. Β,. Βινς... ἔτσι ώστε το σηµείο Ἐν να είναι η εικόνα του σημείου 
Ῥ, µετά από µία στροφή κατά 1205 σύμφωνα µε τη φορά τὼν δεικτών 
του ρολογιού µε κέντροτο Αγ. για κΞθ, 1,2... Av Ῥιοις  Ὁμ να απο- 
δείξετε ότι το τρίγὠνο ΑΛΑ είναι ισόπ)αυρο. 


Αί 

— ότι η σύνθεση τριών διαδοχικών τέτοιων στροφών εἷ- 
ναι µία παράλληλη μετατόπιση. 

Αυτό όμως σηµαίνει ότι και 1956 τέτοιες στροφές αποτελούν µία πα- 
ράλληλη μετατόπιση, αφού 1986 - 3.662. Επειδή ος - Βῃ. αυτό σημαίνει 
ότι η μετατόπιση είναι ίση µε μηδέν. Κάτι τέτοιο όμως συμβαίνει µόνο όταν 
το τρίγωνο Α(Α.Αι είναι ισόπλευρο. Θεωρούμε τους κύκλους 
Ο/(Α/.Α/Α1)} και Ο)(Ας Α.Α.) και σηµεία Ρε, ΘΕΟ; τέτοια ώστε 
η στροφή κατά 1205 σύμφῶώνα µε τη φορά τῶν δεικτών του ρολογιού γύρω 
απὀ το Αι να μεταφέρει το Ρ στο Α. και η αντίστοιχη στροφή γύρω απὀ το 
Α. να φέρνειτο Α., στο Ο. Τότε οι διαδοχικές στροφές κατά 1205 σύμφω- 
να µε τη φορά τῶν δεικτών του ρολογιού γύρω από τα Αι, Α.. Ας µεταφέ- 
ρουν το Ρ στο Ο. Για να έχουµε μετατόπιση ίση µε μηδέν, πρέπει ΡΞ0. 
Τότε 


ΑΙΑ2Α: -ΑΙΑ2ΡΑ1Α2Ρ -3054305- 605 
και 
ΑΟΡΞΖΑΑ2.συν205Ξ 2Α.Α1συν20”, 
δηλαδή Α/Α. Ξ Α.Α. οπότε το τρίγωνο είναι ισόπλευρο. 


ΠΡΟΒΛΗΝΙΛ 3 
Σε κάθε κορυφή ενός κανονικού πενταγώνου γράφουμε έναν ακέ- 
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Ραιο, τέτοιον ώστε το άθροισμα όλων τῶν αριθμών να είναι θετικός. Αν 
τρεις διαδοχικές κορυφές έχουν τους ακεραίους x. ν. 7 (µε αυτή τη σει- 
ρά) και y «0 τότε μπορούμε να αντικαταστήσουμε τους αριθμούς κ. y. 7 
µετους κ εν. Y. 7 Υ. αντίστοιχα. Ακολουθούμε αυτή τη διαδικασία 
έως ότου να µην υπάρχει κανένας αριθµός μικρότερος απὀ το μηδέν. Χα 
εξετάσετε αν η διαδικασία αυτή πάντοτε τερματίζει µετά απὀ πεπερα- 
σµένο αριθµό βημάτων. 


Λύση 

Έστω κι, Χ., Χὲ, Χα, Χς οι αριθμοί µε χι «Χο Έχι Έλι ΈχςΞ» 20. 

Θεωρούμε την παράσταση 

5 
ΕΞ » κ Ε κι Ε Χινι] Εἴκι Ε Χιωι Ἑ Χο! ας [Χα Χιωι Χι Έ Χιλ] 
τη 
όπου ορίζουµε ΧοΞ ΧΙ, ΧΥΞ Χ2 ΧΑΞ Χ3, 

Ας υποθέσουμε ότι χι - 0 οπότε στο επόμενο βήµα θα έχουµε τους ᾱ- 
ριθμούς (χι. Χ2-Ε Χ1,-Χ1. Χι ΕΞ Χ1, Χς} και η παράσταση Ε θα έχει µία άλλη τι- 
μή, F. 

Όμως ἐχουμεξ' -Εξίδα κι] --κι|ςθ,αφούχιςθ, οπύτεξ᾽ς« Ε, 
δηλαδή η τιµή τῆς παράστασης Ε µικραίΐνει µετά απὀ κάθε βήμα. 


Όμως η Ε παίρνει ακέραιες και θετικές τιµές, οπότε η διαδικασία κάπο- 
τε θα τελειώσει µετά απὀ πεπερασμένο αριθµό βημάτων. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 

Έστω A, Β δύο διαδοχικές κορυφές ενός κανονικού η-γώνου (η 2 5) 
µε κέντρο Ο. Ένα τρίγὠνο ΧΥ7 το οποίο είναι ίσο και αρχικά συμπίπτει 
µε το OAB., κινείται στο επίπεδο µε τέτοιο τρόπο έτσι ώστε τα σηµεία 
V. Ζ να βρίσκονται στην περιφέρεια του η-γώνου και το σηµείο X να 
βρίσκεται στο εσωτερικό του. Χα βρείτε το γεωμετρικό τόπο του Χ. 


Λύση 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας ἑστωῳ ὅτι (ΑΒ) -- 2. Θεωρούμε το ορθο- 
κανονικό σύστηµα συντεταγμένων µε αρχή το A, άξονα xx παράλληλο µε 
την ΑΒ και τον ημιάξονα Αγ να έχει κατεύθυνση προς το εσωτερικό το Π- 
γώνου, 

Ας υποθέσουμε ότι το Ζ κινείται κατά µήκος τῆς ΑΒ µε φορά απὀ το Β 


στο Α. Θέτουμε φΞΥΖΑ, Μ το µέσο του ΑΒ και Χίχ, Υ) οι συντεταγμένες 
του σημείου Χ. Έχουμε: 
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-ἲ 
ΧΖΥΞ σ - αν οπότε θα είναι (Χ2Ζ) J και 
η 


y⸗ (ΧΖηή 9 5 nuo· oo ouv 


Επίσης, (Υλη Ξ(ΥΖ)ημφ- 2ημφκαι(ΜΧ)- σφι: οπότε θα είναι 
Χ (ΜΥ) συνῳ - (ΒΥ) συνᾶ ’ (ΜΧ) ημφ 


2 
ovx · ſooh -2σφ”|ημφ -συνφ "ο ημφ "νο 


Συνεπώς, ο γεωμετρικός τόπος του Χ είναι ένα «αστέρι» που αποτελεί- 
ται από π ευθύγραμμα τµήµατα µε κοινό άκρο το κέντρο Ο του π-γώνου. 
Το σηµείο Χ κινείται απὀ το O προς το ἆλλο άκρο ενός ευθύγραμµου 
τμήματος, στη συνέχεια αντίστροφα πίσω προς το Ο, κατόπιν κατά μήκος 
ενός γειτονικού ευθυγράµµου τµήµατος κλπ. 
| ] 








Επειδή κ2  γΣ- 4 συν” ς J το µήκος κάθε τέτοιου 
η n 
| - συν: 
τμήματος είναι — 
mn 
ΠΡΟΒΛΗΝΑ 5 


Να βρείτε όλες τις συναρτήσεις {: Ἱ, ---» Κ, τέτοιες ώστε: {2)-46. 
(κ) θγιακάθεθςκς2, Εκ IG) IG) ἄν «Υγ)γιακάθεχ, νε. 


Λύση 

Είναι κ -- 2)Ξ Ηχ 2) Π2)Ξ0γιακάθεκ 20, ρα ΠχΧ}Ξ0 για κάθε 
x22. 

Έχουμε [(γ) IiICC- ) IGVMS Π2)Ξ0γιακάθεγ µεγ20, 2- γ 20 δηλα- 
δή γιακάθεθςνγς2είνι ᾖ{[γ) ΠΠ -ν) 6669) æ20 ἡ πο - γ) Πν)}Ξ0. 

Άρα (5 - Υ) Π(γ) 3 2 λόγω της δεύτερης δοσµένης σχέσης. Ἔτσι έχουµε 


2 
κ νχςλωλ ἡία 
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Ας υποθέσουμε ότι {(γ0) 5 5 κ) για κάποιοθς γης 2. 
"Ύρ 


ν 
Ἔστω κο αριθμός για τον οποίο [γρ] Ξ — 


Προφανώςγοσκς2. 

Έσωκχτοὃ-κ 2 0. Τόε Γκ «γο) 5 Π2) Ξ 0 άρα και 
[(κ -- γο)Ξ {κ (γα) ΠγΞ0. 

Ὁμωςκ εγος2-κτγοςδ,άτοπο, αφού (κ) 0γιακάθεθςκς2. 

Άρα δεν υπάρχειθς γα 2 τέτοιο ὡστε η ανισότητα να είναι γνήσια. ο- 
πότε πρέπει (κ) Ξστς,0 «κ «2. 


Έτσι, η μοναδική συνάρτηση που µπορεί να ικανοποιεί τις αρχικές σχέ- 
σεις είναι η 


[3 στι θσςκς2 
(κ) Ξ{ 2-κ 
ϱ, x22 
Πρέπει να επαληθεύσουµε ὅτι η παραπάνω συνάρτηση ικανοποιεί τους 
αρχικούς περιορισμούς. Προφανώς ισχύουν οι δύο πρώτοι. Για τον τρίτο 
παρατηρούμε ὅτι αν γ Σ 2 τότε κάθε µέλος είναι μηδέν. 


Ανθςγς2τότε έχουµε [κ Πγ)) Ξ ή σε]: 


—J 2 2. τότε 0, 
οὐ, γ 


Όμως τότε 2κ22(2- γ)ἠχευγ22, οπύτε [κ (γ))Ξ0Ξξ ἤκ - γ). 


Αν «2 τότεκ Υ «2 και έχουµε 


στ ——— 


ολο η σχοσσα ο) 
δηλαδή η συνάρτηση αυτή ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες, 


ΠΡΟΒΛΗΜΛΑό 

Θεωρούμε ἕνα πεπερασμένο σύνολο σηµείῶν στο επίπεδο, καθένα 
απὀ τα οποία έχει ακέραιες συντεταγμένες, Είναι δυνατόν να χρωμµατί- 
σουµε τα σηµεία κόκκινα ἡ άσπρα µε τέτοιο τρόπο έτσι ώστε για κάθε 
ευθεία 1. παράλληλη µετους άξονες η διαφορά (κατά απόλυτη τιµή) µε- 
ταξύ του πλήθους τῶν κόκκινῶών και ἀσπρων σηµείῶων που βρίσκονται 
πάνω στην Ι. να µην είναι μεγαλύτερη του 1; 
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Λύση 

Θα χρησιμοποιήσουμε επαγωγή για να αποδείξουµε ὅτι κάτι τέτοιο εἷ- 
ναι δυνατό. Ἑστω n το πλήθος των σημείων. Για η Ξ 1] είναι προφανές. 

Ὑποθέτουμε ὅτι το ζητούμενο ισχύει για όλους τους φυσικούς αριθμούς 
μικρότερους του η. 

Επιλέγουμε ένα τυχαίο σηµείο Ρ και το χρωμµατίζουµε κόκκινο, Στη συ- 
νέχεια ἑνα άλλο σηµείο στην ίδια γραµµή µε το Ρ και το χρωματίζουµε ἆ- 
σπρο. Κατόπιν επιλέγουμε ένα ἆλλο σηµείο στην ἴδια στήλη µε το καινούρ- 
γιο σηµείο και το χρωματίζουµε κόκκινο. Συνεχίζουμε αυτή τη διαδικασία 
έως ὅτου δεν υπάρχουν άλλα δυνατά σηµεία είτε επιλέξαμε ἑνα σηµείο 
στην ίδια στήλη µε το Ρ. (Η διαδικασία πάντα τελειώνει αφού έχουµε πεπε- 
ῥασμένο πλήθος σημείων). Έστω Ο το τελευταίο σηµείο που επιλέξαμε και 
5 το σύνολο όλων τῶν επιλεγμένων σημείων. 

Αν το Ο είναι στην ἴδια στήλη µε το Ρ, τότε θα είναι άσπρο, αφού τα 
σηµεία της ἴδιας στήλης είναι κόκκινα και τα σηµεία της ἴδιας γραµµής ἆ- 


Κάθε γραµµή και στήλη περιέχει τώρα το ἴδιο πλήθος κόκκινων και ἆ- 
σπρων σημείων του S. 

Από την υπόθεση της επαγωγής μπορούμε να χρωμµατίσουµε τα υπόλοι- 
πα η -ᾖ5] σηµεία ώστε να ικανοποιείται το ζητούμενο, και η προσθήκη των 


σηµείών του 8 δεν θα επηρεάσει την ιδιότητα αυτή. 

Στην περίπτωση που το ϱ δεν εἶναι στην ἴδια στήλη µε το P, συνεχί- 
ζουμε από το Ρ προς τα πίσω, δηλαδή διαλέγουµε ἕνα σηµείο στην ἴδια 
στήλη µε το Ρ και το χρωματίζουµε ἁσπρο. Κατόπιν διαλέγουµε ένα σηµείο 
στην ίδια γραµµή µε το καινούργιο σηµείο και το χρωματίζουµε κόκκινο 
κλπ., έως ότου εξαντληθούν τα σηµεία ἡ βρούμε ένα σηµείο Ε που να αντι- 
στοιχεί µε το Ο, δηλαδή να βρίσκεται στην ἴδια γραµµή µετο ο αντο 
χρώματίστηκε άσπρο ή να βρίσκεται στην ἴδια στήλη µετο ϱ αν το ϱ χρῶ- 
µατίστηκε κόκκινο. Ἑστω 5 το σύνολο όλων των χρωματισμένων σημείων 
ως τώρα. 

Αν το Ε αντιστοιχεί µε το Ο τότε μπορούμε να ολοκληρώσουμε την ε- 
παγωγή ὁπως προηγουμένως. Διαφορετικά θα υπάρχει µία γραµµή ἡ στήλη 
που θα περιέχει το Ο και κανένα αχρώωμµάτιστο σηµείο. Το ίδιο θα συμβαίνει 
καιγιατο Κ. Αυτές οι δύο ευθείες θα έχουν ένα παραπάνω άσπρο ή κόκκινο 
σηµείο, ενώ όλες οι υπόλοιπες ευθείες έχουν το ἴδιο πλήθος ἁσπρων ἡ κὀκ- 
κινων σημείων. Αν χρωματίσουµε τα υπόλοιπα η -[5 σηµεία χρησιμοποιώ- 
ντας την υπόθεση της επαγωγής, το ζητούμενο θα ισχύει, αφού καµία απὀ 
τις δύο ευθείες µε επιπλέον σηµεία του 5 δεν έχει κάποιο σηµείο που να µην 
ανήκει στο S. 
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Τόπος Διοργάνωσης: Κούβα (Αβάνα) 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: Καθηγητής Μ. Himenez Poso (Αράνα) 
Συμμετοχή: 42 χώρες µε 6 το πολύ µαθητές εν, ο σετ 
Νέες Συμμετοχές: Νικαράγουα, Παναμάς, Περού, Ουρουγουάη 
Μέγιστη Βαθμολογία: 42 βαθμοί ανά µαθητή 

Οι δ πρώτες χώρες: Ρουμανία (250), Δυτ. Γερμανία (248), Σοβ. 


Ένωση (235), Αν. Γερμανία (231), Η.Π.Α. 
(220), Ουγγαρία (218), Βουλγαρία (210), 
Ταϊβάν (00). 
Η Ελληνική ομάδα πήρε µέρος µετους µαθητές Χ. Ταμβάκη (Χάλκινο µε- 
τάλλιο), F. Ιβρισιμιτζή (Χάλκιο µετάλλιο),Β. Κομπότη (Χάλκινο μετάλ- 
λιο), Δ. Κοντοκώστα (Χάλκινο μετάλλιο), Π. Βλάμο, Κ.. Ζιάµα και ήταν 203 
στην τελική βαθμολογία. Αρχηγός της ομάδας ήταν ο κ. Θεόδωρος Μπόλης 
και υπαρχηγός ο Δημήτρης Κοντογιάννης, 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 
Έστω ρι(κ) το πλήθος τῶν µεταθέσεων του συνόλου {1, 2, 35250) 
που έχουν ακριβώς κ σταθερά σηµεία (κ20.π 2 1). 
η 


Να αποδείξετε ότι » κρι (κ) Π! 


Λύση 
Το πλήθος τῶν µεταθέσεων π αντικειμένων χωρίς κανένα σταθερό ση- 
µείο, σύμφώνα µε την αρχή εγκλεισμού-αποκλεισμού είναι: 


η ο, e⸗ — η ſe π)! 
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Ξ Π! 
Ἔτσι έχουµε 
ζω —— κ. ὰ 
νο η” Μ Ρικ) ἓ- πι μον — 
όπου Α ⸗ πλήθος τρόπων επιλογής των κ σταθερών σημείων και 
Β - πλήθος µεταθέσεων η - κ σηµείῶν χωρίς σταθερά σηµεία. 
Θα αποδείξουµε το ζητούμενο µε επαγωγή: 
Γιαπξ 1 έχουµε 


ὃ κρι(κ) Τρι (1)Ξ 1 Ξ 1Η, δηλαδή ισχύει. 


κ. 


Ὑποθέτουμε ότι ισχύει για η 2 1. Τότε για π 1 έχουµε 


a*1 


ο λος π τα) σσ πο κ πι 





— ίπ- *41 
—2* 22* —— 
Σο. ΠΛ, νετ 
—3 [η (π - κι κ΄ ία *1) 





ο. ο ὶ να π 6 — (π-ε 1) 0 ο ως 


κι (π-κ-ε 1) 


α. ο κακηὴς ο. (η -- 1} -- Συ ο 


— (X*) (η - κ)! 


ο ας πΙ -(η 1) (πε υΣ πώ πε μα 


η! κι (η - κ) 
Ξ(ῃ 1 1] - (η -- 1) -Ε (η -- (1 -Τ)’ ξ- (η -ε 1)! 
δηλαδή η σχέση ισχύει για π 1, οπότε το ζητούμενο έχει αποδειχθεί. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 
Σε ἕνα οξυγώνιο τρίγῶνο ΑΒ6ς η εσωτερική διχοτόµος της γωνίας 


Α τέμνει την Β6 στο 1. και τον περιγεγραμμµένο κύκλο του τριγώνου 
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ΑΒΕ στο Ν. Από το 1, φέρουμε κάθετες προςτις ΑΒ, Ας και έστω K. Μ 
τα ίχνη τους, Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΚΝΝΙ και το τρίγώὠνο 
ΑΒΕ έχουν ίσα εμβαδά. 





Σχήµα 100 


Λύση 

Τα τρίγωνα ΑΜΙ, και ΑΚ.Ι, είναι ίσα αφού έχουν τις γωνίες τους ίσες 
µία προς µία και µία πλευρά κοινή, οπότε AK — ΑΜ, άρα η ΚΜ είναι κάθε- 
τη στην ΑΝ, 

Έτσι έχουµε (ΑΚΝΜ) -3(ΚΜΧΑΝ). 


Το τετράπλευρο ΑΜΠΙ.Κ. είναι εγγράψιµο (αφού έχει δύο γωνίες ορθές) 
σε κύκλο µε διάµετρο ΑΙ., οπότε απὀ το νόµο τῶν ημιτόνῶων έχουµε 
ΚΜ ΑΙ. 
ημΑ ελ . 

Τα τρίγώνα ΑΡΒΙ. και ΑΝΟ είναι όμοια, αφού ΑΒΙ, ξ ΑΝΟ ὡς ΕΥΥε- 

. ... ΑΒ ΑΝ 
γραμμένες στο ἴδιο τόξο, οπότε τώντο 

Έχουμε διαδοχικά: 


(ΑΒΕ)- : (ΑΒΑ()ημΑ - 5 (ΑΙ ΑΝ) ημΑ -5(ΚΜΧΑΝ) Ξ(ΑΚΝΜ) 


ΠΡΟΒΛΗΝΙΑ 3 

Ἔστω  ἍἉΧι. Χγι...  Χ  πραγµατικοί αριθμοί τέτοιοι ὡώστε 
ία κὲ-----χὸ «1. Να αποδείξετε ότι για κάθε ακέραιο Κ22 υπάρ- 
χουν ακέραιοι αι. Άγν...ν Ἀμ. ὄχι όλοι μηδέν τέτοιοι ώστε Ἰαι ΕΚ -ἶ για 
κάθε ἵ- 1,2... και 


8 Χι ΑΧ) βαρος 


(κανα 
-ἲ 
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Λύση 
Από την ανισότητα Cauehy-Sehwarte έχουµε 


[κ] κο] ----ε]κ,]ς κὶ «κέ- κκ να 5 να. 
Θεωρούμε όλες (κ) τις δυνατές τιµές της παράστασης 
ιΧι Γ82Χ» Ε-' ἄμΧρ, όπου αι, Εε{θ,Ι,2,... Κ--τ). 
Κάθε τιµή θα ανήκει στο διάστηµα 06 5 J Διαιρούμε αυτό το 


διάστηµα σε Κ' --Ι, οπότε απὀ την αρχή της περιστεροφωλιάς θα υπάρχουν 
δύο τιµές που θα ανήκουν στο ίδιο υποδιάστηµα. Αφαιρούμε τις δύο αυτές 


τιµές για να πάρουμε τις τιµές του αι ε{θ,51,...,Ε(Κκ--ἴ)} και θα ισχύει 
κ-- 
[αρχ Τάσο ο -ᾱ 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 
Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει συνάρτηση {: Ν ----» Ν τέτοια ώστε 
IUIIn) η 1987 για κάθε n ΕΊΝ. 


Λύση 
Θα αποδείξουμε ότι αν fiſiſn) -π-- κγια κάθε n εἢν τότε ο κπρέπει να 
είναι άρτιος, 


(Στην περίπτωση αυτή έχουµε π.χ. [ίη)Ξ-π 4* 2. 


Έστω fim) æ π, όπου πῃ s π(πιοάκ). 

Τότε θα αποδείξουμε ότι πι Γκι) τη Γκίκαι πι κι) πι κ 1) 
για κάθετεΝ. 

Πράγματι, οι σχέσεις ισχύουν για κ τ 1. αφού Ππι Ξξ π και 
Ππ)τ Πππι)) πι οκ. 

Υποθέτουμε ότι ισχύουν για t καιθα αποδείξουμε ότι ισχύουν γιατι Ἱ. 

Πράγματι έχουµε 

ἔπι -- κίι -- 1) - Ππῆπι «κὺ)) - Ππι εκ) κττ-τκίιτ 1) και 
Πα κα 1)* Ππππν κ) [ία κο κππι τν κ 2) 

και η επαγωγή έχει ολοκληρωθεί, 

Αν υποθέσουμε ότι πι -π τότε έχουµε n Ξ πι ** ακ για κάποιον ακέραιο 
α”-θ0. 

Ὁμωςπι “κ Ππ)- ſim - ακ)-π κα, άρα m ῃ 3 κία - 1) 21, ἁτο- 
πο. 
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Όμοια, αν υποθέσουμε ότι πι 2 n τότε πι - π * ακ για κάποιον ακέραιο 

α20, και 
η -κςβῆπι Γκ) Ππ κία  Ἰ) πι κία 2), 
δηλαδή π πι κία -- 1) 2πι, ἁτοπο. 

Συνεπώς, αν fim) Ξ π, τότε οι πι, η πρέπει να αφήνουν διαφορετικά v- 
πόλοιπα πποὰκ., δηλαδή οι κλάσεις ισοδυναμίας πι 0, l 21ο, κ-- Γ(πιοάκ) 
χωρίζονται σε ζεύγη ία, β) µεα -- β, τέτοια ὥστε: 
αν κ Ξ α(πιοἀκ}, τότε (ἴχ) Ξ- βίπιοάκ)και χα β(πιοάκ), οπότε ἄχ)Ξ α(πιοάκ). 

Κάτι τέτοιο όμως είναι δυνατό µόνο αν ο κ είναι ἁρτιος, 


Συνεπώς, η ζητούµενη συνάρτηση δεν υπάρχει, αφού στην περίπτωσή 
μας κ 1981, δηλαδή περιττός. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 

Έστω π ένας ακέραιος, π 2 3. Χα αποδείξετε ότι υπάρχουν η σηµεία 
του επιπέδου τέτοια ώστε η απόσταση μεταξύ δύο0 οποιωνδήποτε ση- 
µείων να είναι άρρητη και το τρίγώνο που σχηματίζεται από οποιαδή- 
ποτε τριάδα σηµείῶν να έχει μη-μηδενικό εμβαδόν. 


Λύση 

Έστω χ, το σηµείο µε συντεταγμένες (in. WM) όπου πΞ 1, 2. 3..... Θα α- 
ποδείξουµε ότι η απόσταση μεταξύ δύο οποιωνδήποτε σημείων είναι άρρη- 
τος αριθµός και ότι το τρίγὠνο που σχηματίζουν οποιαδήποτε τρία σηµεία 
έχει μη-μηδενικό ρητό εμβαδό. 

Θεωρούμε τα σηµεία Χι Χημεπι n. 


Τότε η απόστασή τους είναι ίση µε ΨίΠ - πιβ «(η - πββ - 
(π - πι) — Σπ πι] δηλαδή άρρητος αφού (η Ας πι] ῥς(ΠΠΙΡ ΑΕ 1 κ(ίπ πι 1 
οπότε Πα» πι ἥίῃ ἠ- πι ο ἰ «η 4-πι ή: | και ἁρα η ρίζα δεν είναι ρητός, 


Θεωρούμε τα σηµεία Χα - ία, αἲ), χι Ξ (ο, 53), Χ Ξ (6, «Ἡ, Α 5 (ο, 0), 
Β (., αἲ), (6 αἲ). Τότε (Χα χε Χο) Ξξ (ΧαχεΟ) - (ΧαχνΒ) -(Χνκς Α) - (κν ΑΟΒ)Ξ 


D .αχαὶ - αἲ) --ῇὃ - οὖν’ -α)) --ίο - Κε -Β/) - (ο -ΘΧΦὴ - αἲ), δηλαδή ρητός. 
Τέλος, επειδή τα σηµεία ανήκουν στην καμπύλη y -- x ανά δύο δεν εἷ- 
ναι συνευθειακά οπότε το παραπάνω εμβαδόν είναι πάντοτε μη-μηδενικό. 


ΠΡΟΒΛΗΛΝΙΑΔό6 
Έστω π ένας ακέραιος, η 22. Αν ο αριθµός κ; ἡκ- η είναι πρώτος 
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Ἱια όλους τοις ακεραίους κ με ὃ «κ « [3 να αποδείάετε ότι o αριθ. 
µός κ) “κ η είναι πρώτος για κάθε ακέρασιοκµεθςκςηῃ -2. 


Λύση 

Έστω [: Ν ---» Ν µε [(κ) Ξ κ2 κ ηκαικο μικρότερος ακέραιος για 
τον οποίο ο Πχ) είναι σύνθετος. 

Χρησιμοποιώντας αντιθετοαντστροφή, αρκεί να αποδείξουµε ότι, αν 


κςπ-2, τότε επίσηςκς . 


Ἑστω p ἑνας διαιρέτης του κ) - κ Έκτη. Τότεπροφανώς ρὲς ἤκ]. 
Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 


ρςκ: Έστω κ Έ τ (πιορ), ὀπουθςτιςρς κ. Τότε όμως 
{κ Ξ Π(τ) (πιοὰρ), δηλαδή fir κ. 0 (πιοάρ), οπότε ἤτ) -- ρ ἡ {τ) σύνθετος, 

Η πρώτη περίπτωση αποκλείεται,  αφούρςκςη -2ς [τ) και η δεύτε- 
ρη αποκλείεται επειδή γ- κκαιο κ είναι ο μικρότερος αριθµός µε αυτή την 
ιδιότητα. 


Έτσι πρέπει να έχουµερ2κ. 
Κάνοντας πράξεις ἐχουμεῆρ-κ-])5τρ- 2ρίρ-κ- 1) (κ) - ϱ) που 
σηµαίνει ότι Πρ -κ- 1) Ξθ(πιοάρ) καιΠρ-κ-1)25. 


Η πρώτη σχέση σηµαίνει ὅτι είτε Πρ - κ-])5{ ρ ἡ Πρ -κ- 1) σύνθε- 
τος, 

Η πρώτη περίπτωση αποκλείεται λόγω της τελευταίας ανισότητας, οπό- 
τεθα είναι ο Πρ -κ- 1) σύνθετος καιρ-κ- | κ, αφού ο κ είναι ο µικρό- 
τερος αριθµός µε Πκ) σύνθετο. 

Άρα έχουµερ22κ- ], οπότε 4kꝰ άκτιςρλςῆκ)- κ Έκτη, 


Συνεπώς ὀ2κτητκς . καιτο ζητούμενο έχει αποδειχθεί. 
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Τόπος Διοργάνωσης: Αυστραλία (Καμπέρα) 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: Καθηγητής Ε. Ρος (Ταν. Αδελαΐδας) 

Συμμετοχή: 49 χώρες µε 6 µαθητές η καθεµία 

Νέες Συμμετοχές: Ισημερινός, Χονγκ-Κονγκ. ἱρλανδία, Ν. Ζη- 
λανδία, Ινδονησία, Αργεντινή, Φιλιππίνες, ΑΝ. 
Κορέα, Σιγκαπούρη. 

Μέγιστη Βαθμολογία: 42 βαθμοί ανά µαθητή 

Οι δ πρώτες χώρες; Σοβ. Ένωση (217), Ρουμανία και Κίνα (201], 


Δυτ, Γερμανία (174), Βιετνάμ (166), Η.Π.Α. 

(153), Αν. Γερμανία (145],. Βουλγαρία (144). 
Η Ελληνική ομάδα πήρε µέρος µε τους µαθητές Α. Οικονόμου (εὖφημος 
μνεία), Χ. Αθανασιάδη (χάλκινο μετάλλιο), Π. Συµεωνίδη, Ε. Μουρούκο 
(εύφημος μνεία), Γ. Μιχάι και Δ. Σταθόπουλο (εύφημµος μνεία). Αρχηγός της 
ομάδας ήταν ο κ. Θεόδωρος Μπόλης και υπαρχηγός ο κ. Δημήτρης Κοντο- 
γιάννης. 


ΠΡΟΒΛΗΛΜΛΑ 1 

Θεωρούμε δύο οµόκεντρους κύκλους στο επίπεδο µε ακτίνες Κ και 
r, όπου Ν r. Έστω Ρ ένα σταθερό σηµείο του μικρού κύκλου και Β ἕνα 
μεταβλητό σηµείο του μεγάλου κύκλου. Η ευθεία ΒΡ τέμνει τον µεγάλο 
κύκλο ξανά στο C. Η κάθετος της ΒΡ στο Ρ τέμνει τον μικρό κύκλο ξα- 
νάστο A. 

(Αν είναι εφαπτόµενη του κύκλου στο Ρτύτε Ξ Ρ]. 


(ϱ Να βρείτε όλες τις δυνατές τιές της παράστασης 
ΑΒ: BCꝛ * CAꝛ. 


(1) Χα βρείτετο γεωμετρικό τόπο του μέσου του BC. 
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Λύση 
Έστω Μ το µέσο της Bo και 9 το δεύτερο σηµείο τοµής της ΒΟ µε το 


μικρό κύκλο. Επειδή ΑΡΟ - 90”, η ΑΟ είναι διάµετρος άρα ΑΟ --2τ, Έστω 
ΧΞΡΜ. 

Από το Πυθαγόρειο Θεώρημα έχουμε ΑΡ - Ar? - 4χΣ και 
ΗΜ:ΞΚΝ:-ΟΜ:- κ: - (5 - χ2], οπότε: 

ΑΒ: ΒΟ: 0Α2Ξ(ΑΡ:- ΒΡΞ) Γ 4ΒΜ” «(ΑΡ -- Ρ02) 


Ξ 2ΑΡ2 4 4ΒΜΣ 3 (ΒΜ - κ] (ΒΜ εκ 
Ξ2ΑΡΣ 4 6ΒΜΗ ος 22 

Ξ 2(413 - 4χ2) -- 6(Ε2 - (1 - κ2)) 

Ξ 62 - 213 ανεξάρτητο του κ. 





Σχήµα 101 


Στο ίδιο αποτέλεσµα καταλήγουμε στην περίπτωση που το Μ βρίσκεται 
μεταξύ του Ρ και του Β. Το µέσο Μ της Β6 είναι επίσης µέσο της ΡΟ οπότε 


αν «σμικρύνουμε» το τμήμα ΡΟ µε κέντρο το Ρ κατά : το ϱ) μεταφέρεται 


στο Μ (ομοιοθεσία). 
Άρα ο γεωμετρικός τόπος του Μ είναι ο οµοιόθετος του μικρού κύκλου, 
δηλαδή ο κύκλος µε διάµετρο ΟΡ. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 
Έστω π ἑνας θετικός ακέραιος και ἑστῳ Αι Άγνιιιν Άγμιι Ὀποσύ- 
νολα ενός συνόλου Β. Ὑποθέτουμε ότι; 


(ϱ Κάθε Αι, ἔχει ακριβώς 2η στοιχεία. 


(18) H τοµή οποιωνδήποτε δύο διαφορετικών υποσυνόλων Α, ἕ- 
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χει ακριβώς ένα στοιχείο. 


(18) Κάθε στοιχείο του Β ανήκει σε τουλάχιστον δύο υποσύνολα 
Αι. 


Για ποιες τιµές του π μπορούμε να αντιστοιχίσουµε σε κάθε στοι- 
χείο του Β έναν από τους αριθμούς ϐ, 1 έτσι ώστε σε κάθε υποσύνολο 
Αι ακριβώς π στοιχεία του να αντιστοιχούν στο 0: 


Λύση 

Η απάντηση είναι ῃ τ- άρτιος. 

Καταρχήν παρατηρούμε ότι καθένα απὀ τα 2π στοιχεία του Αι ανήκει 
σε τουλάχιστον ένα άλλο υποσύνολο Α λόγω της (11). Ὁμως το άλλο Όπο- 
σύνολο ΑΙ δεν µπορεί να περιέχει περισσότερα απὀ ένα στοιχεία του Α, 
λόγω της (18). Επειδή υπάρχουν 2Η υποσύνολα Α:, καθένα απὀ αυτά θα πε- 
ριέχει ακριβώς ένα στοιχείο του Α,. Συνεπώς μπορούμε να αντικαταστή- 
σουµε την (ΠΠ) µε τη συνθήκη: 

«Κάθε στοιχείο του Β ανήκει σε ακριβώς δύο υποσύνολα Α;». 

Άρα λοιπόν η κατανοµή τῶν στοιχείων του Β στα υποσύνολα είναι οὐ- 
σιαστικά μοναδική. 

Ας ονοµάσουμµε {1, j) το στοιχείο του Β που ανήκει στα υποσύνολα Α,. 
Αι. 

Αν συµβολίσουµε µε Blito πλήθος τῶν στοιχείων του Β, τότε 


|| - 5 (αλήθος των ΑΙ (πλήθος στοιχείων κάθε Αι) 


Ca Cn)⸗ n(en⸗· j) 


Αν η αντιστοίχιση των στοιχείων στα 0, 1 είναι δυνατή, τότε, αν γρά- 
ψουμε όλα τα στοιχεία για κάθε υποσύνολο τα οποία αντιστοιχούν στο 0, θα 


έχουµε γράψει επίσης (2η 3-1) στοιχεία απὀ τα συνολικά 2π(21 31). Ὁ- 
µως κάθε στοιχείο που γράψαµε θα υπάρχει δύο φορές (αφού ανήκει σε δύο 
διαφορετικά υποσύνολα) άρα π(2η31) — άρτιος οπότε [Β] -- άρτιος δηλα- 
δή το Β πρέπει να έχει άρτιο πλήθος στοιχείων. 


ος Αυστραλία (Καμπέρα) 


Θα αποδείξουμε ότι αν ΙΒ] -- άρτιος τότε µία τέτοια αντιστοιχία είναι 
δυνατή. 

Επαγωγικά, για π- 2 ισχύει, αφού π.χ. μπορούμε να αντιστοιχίσουµε 
στο 0 τα στοιχεία (1.2). (1.3). (2.4). (3,5). (4,5). 

Υποθέτουμε ὅτι η υπόθεση ισχύει για n -- άρτιο. Θα αποδείξουμε ότι ι- 


σχύειγια n*2. 
Για π 2. αντιστοιχίζουµε το ϐ στα στοιχεία: 


(1,21 42) και (12η 4-3), για ΓΞ 1,2... ΕΙ 
(1,21 4-4) και (1,2 45), για i 2η Ἅ,... 2η ΕΙ 
(2η 2,21 344). (21 33,2η 345), (2η 44,21 95) 
Καθώς επίσης και στα στοιχεία που είχαν 0 για την περίπτωση π. 


Αρκεί να αποδείξουµε ότι τα μισά απὀ τα στοιχεία του Αι, δηλαδή 
π --2, αντιστοιχούν στο 0. 


5 Για ΤΞ],2ε. ΠΕ] το Α, έχει π στοιχεία που αντιστοιχούν στο 0 µε 
1:21 και επίσης τα στοιχεία (12142) και (12η 43) δηλ. n42 
συνολικά. 

.» Για Γη 23... 2Π ΕΙ, το Αι έχει η στοιχεία που αντιστοιχούν 
στο 0 µε 1:2π41 και επίσης τα (1,21 3-4). (12η 45} δηλαδή π2 
συνολικά. 

ο Για [-2ηπ12,το Αι έχειτα nꝓl στοιχεία (12η 42), ἱςπ-Έ] και το 
στοιχείο (2η 4-2,21 34) δηλαδή π--2 συνολικά. 


5. Για [Ξ2η43, έχουµε n⸗ l στοιχεία (1,2η 3). 1⸗n4 l και επίσης το 
(2η 2,21 14:5) δηλαδή π”-2 συνολικά. 


5 ΤιαΙΞ2π44, έχουµε η στοιχεία (1,21 4-4), n42 Si S2BAI και επί- 
σης τα (2η 42.2η 4-4). (2π44,2η 45) δηλαδή π-2 συνολικά. 


9 Τέλος, για 1Ξ2π45, έχουμε η στοιχεία (12η 45), π 2512341 
και επίσης τα (2η 43,21 45). (2η 3-4,2η 45), δηλαδή η 4-2 συνολικά. 


291 Διεθνή Μαθηματική Ολυμπιάδα 1988 297 


Άρα σε κάθε περίπτωση το Α, έχει τα µισά στοιχεία του να αντιστοι- 
χούν στο 0 και η επαγωγή έχει ολοκληρωθεί, 


ΠΡΟΒΛΗΝΙΑ 3 
Η συνάρτηση {ορίζεται στους ακεραίους που είναι μεγαλύτεροι από 
το ϐ ὡς εξής: 
51 
((3) 23 
[(2Η) Ξ Γη) 
{(4π -- 1) - 22η -- 1) - Επ) 
((4π  δ)Ξ ίση -- 1) - 21) 
για όλους τους αριθμούς πε, ΠΣΙ. 
Να προσδιορίσετε το πλήθος τῶν αριθμών ης 1988 για τους οποί- 
ους [ίη)Ξξη. 


Λύση 
Δοκιμάζοντας μερικές τιµές του ſin) έχουμε τον πίνακα 


π ΠΙΙ2Ι3Ι45Ι6ΙΤ18Ι9 ΙΟ ΓΗ ΠΙΣ11211415ΤΙ61Τ. 
Επ) 1111311153 1915 11513 ΤΗ ΙΤ 11511 117) 


απὀ τον οποίο παρατηρούμε ὅτι ε{21]-ι, για x-G0C4. 23.4. — H. 
κΞΊΙ,2,3,4 και [[27--1]5:21-1, κΞ1,2,3,4. 











Θα αποδείξουμε ὅτι οι παραπάνω ισότητες αληθεύουν για κάθεκεηἈ, 
Πράγματι, η πρώτη σχέση ισχύει για κ: 0. Ὑποθέτοντας ὅτι ἡ σχέση ι- 


σχύει για κ έχουµε 
(2115 ε(2.21]-.((21]-.Ι. 
Άρα η σχέση ισχύει για κάθεκ 20. 
Έχουμε ακόµη ότι {(2” -ε Τ)Ξ 2 491, αφού ισχύει ότι: 
(211) ((4-2121]Ξ 21 {2.251 1) (11521211 41]-15 2341 
Με παρόμοιο τρόπο αποδεικνύσυµε και ότι για κάθε κςι2, ... ισχύει 


(2-1) Ξ2"-ι. 
Γράφοντας διάφορες τιµές του π και του ſin) στο δυαδικό σύστημα ἆᾱ- 


298 Αυστραλία (Καμπέρα) 


ρίθμησης παρατηρούμε ότι αυτό που φαίνεται ὅτι κάνει η συνάρτηση ΕΓ είναι 
το να μετατρέπει τον αριθµό στο δυαδικό σύστημα, να αντιστρέφει τα ψη- 
φία του και τέλος να τον μετατρέπει πάλι στο δεκαδικό σύστημα. 

Έτσι, για παράδειγµα, έχουµε 


ε(3) -ε(11. «ΕΙ, --3 και (13) 5 (11013) Ξ 1011. 5 13: κλπ. 
Επομένως, αν στο δυαδικό σύστημα είναι 
π Ξ σρζω-1 J * σοι Ἡ . ᾿ 
m 5 


όπου ϱ/,62,... ος Ε {0,1}. τότε θα έχουµε: 


ἔ(π) ζορςι”' ορ ιο. Ξ λ. — 
Τώρα πρέπει να αποδείξουμε ὅτι η συνάρτηση που βρήκαμε είναι 
πράγματι η ζητούμενη. Κατ᾽ αρχήν έχουµε 1} 1 και 3) - 3, και ακόµη 
(απ) 10, «Ελ ἄ-«Εὐ»ι) 5 «ΟΖ»5:Ξ {π). 
fEn  Ἱ)- 1ου . ) πςΕεοα)-- «1077: 
Ἔκ]ζθο- «7ης 25125)- «Ζ2ξ2{2η 1) - [(ηπ) 
και 
[(4π *3) Ξ ΠΙ0Ο; : «Εγιτ1)- «ΕΙ »1)- ςΙ17Ύ1Ξ 
ες]ζθσοΕσ]12 «2055 251251 «122- «7051 Ξ 
Ξ 3{(2η 1} - 2{(π), 


όπου Ζ ο αριθµός Ε µε τα ψηφία του αντεστραμμµένα (δηλαδή το πρώτο τε- 
λευταίο κλπ. 

Επειδή όμως οι τιµές της συνάρτησης f ορίζονται μοναδικά απὀ τις αρ- 
χικές συνθήκες (1), η παραπάνω συνάρτηση είναι η ζητούµενη, (δηλαδή, η 
ζητούµενη συνάρτηση είναι μοναδική). 


Άρα οι ζητούµενοι αριθμοί είναι εκείνοι οἱ οποίοι αν γράφουν στο δυα- 
δικό σύστηµα παραμένουν οι ίδιοι αν αντιστρέψουµε τα ψηφία τους, Ὑπάρ- 
χουν 92 τέτοιοι αριθμοί ὡςτο 1985 Ξ 1I1111000 100. τους οποίους μπορού- 
µε εὐκολα να γράψουμε ήἧ να µετατρέψουµε. 


Αυτό μπορούμε να το εξηγήσουμε ὡς εξής: 
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Επειδή είναι; 105 --Ι024 «1988 « 2048 --Ι0)Ι, οι ζητούµενοι αριθµοί 
στο δυαδικό σύστημα θα πρέπει να έχουν μέχρι ΤΙ ψηφία και το πρώτο ψη- 
φίο τους να είναι l. 

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 


ο Αν το πλήθος των ψηφίων του ζητούμενου αριθμού είναι 2κ, τότε αυ- 
τός θα έχει τη µορφή 


ον.) οχςιϱ}"' εκ-112) 
με 6/,62.....δς.]Ε {0,1}, οπότε θα υπάρχουν 23". τέτοιοι αριθμοί, Ἑ- 
τσιγια κΞ],2.....5 θα έχουµε συνολικά 
οὐ 2) 2” 2) 2) - 3] αριθμούς. 


9 Αν το πλήθος των ψηφίων του ζητούμενου αριθμού είναι 2κ-1, τότε 
αυτός θα έχει τη µορφή 


Ιος α ΕχιΟ} 12] 


μα 01 Ο1.... κα [0,1], οπότε θα υπάρχουν 2" τέτοιοι αριθμοί. Έτσι 
για κΞθ.].....4 θα έχουµε 27 2ἱ «2742 «2-31 αριθμούς, ενώ 
για κΞ5, πρέπει να λάβουμε υπόψη ὅτι οι αριθμοί που ζητάμε είναι 
μικρότεροι του 198δ-1Π11 1000100, . οπότε προκύπτουν 30 ακόµη 
αριθμοί και όχι 32-23. 


Άρα υπάρχουν συνολικά 92 τέτοιοι αριθμοί. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 
Να αποδείξετε ότι το σύνολο τῶν πραγματικών αριθμών κ που τκα- 
νοποιούν την ανισότητα: 
1 2 3 νυν ὁ 
πο πα κ. τν 
είναι µία ἑνώση ξένων μεταξύ τους διαστημάτων, µε συνολικό µή- 
κος 19588. 


100 Αυστραλία (Καμπέρα) 


Λύση 
] 2 4 70 


Eoto ſcy⸗ τη 3** πο 


Για κάθεῃ Ξ 1. 2..... 70 η συνάρτηση — είναι γνησίως φθίνουσα για 


Χ «π και δεν ορίζεται στο κΞηΠ. Συνεπώς η Πχ) είναι γνησίως φθίνουσα 
στοσύνολο ΑΞΚ - {1.2.3 ..., 101. 
Επίσης σε καθένα απὀ τα διαστήματα (η, ας 1). Ξ 1... 69, η Γκ) τεί- 


νει στο 0 καθώς κ --οπ' και ((κ) --» --ογια x ⸗An * 1), οπότε η εξίσωση 
((κ) - : έχει 69 ρίζες x. στο διάστηµα (1, 70) (µία σε κάθε διάστηµα 


(π, η - Τ}). 
Ἔχουμε ακόµα Πχ)ςθγιακ ς ἶ, ενώ στο διάστηµα (70, «ολη Πχ) ε- 
ναι γνησίως φθίνουσα και lim Γ(χκ)}-Ξ0 οπύτε υπάρχει µία λύση 
— — 


χτο Ε (70, 00) τέτοια ώστε {(χ1ο) Ξξ 


Συνεπώς fix) 53, αν, καιµόνοαν κε (1, χι ιο (0, χο]...  ω (0, κο]. 
δηλαδή είναι ένωση ξένων μεταξύ τους διαστημάτων. 
Το συνολικό μήκος τους είναι 
(κι -) (κο 2). Είδο- 0) (κι Ελ. Ἐκ) (1 -ὂς.. ΕΤ]. 


Τα κι είναι οἱ ρίζες του πολυωνύμου που προκύπτει αν πολλαπλασιά- 
σοὺυμµε την ισότητα 
Ι 2 
— — 4 
χ-] 2 


70 
κ «70 





Ξαμείκ- Ι (κ -2)... (κ - 70). 


Το πολυώνυµο αυτό είναι της µορφής ἅ κο! --2--... 4 70) : κο... 
Το άθροισμα τῶν ριζών του είναι (τύποι Vieta) 
Χι ΧΑ... ΧοΞ(1 239.., ΕΤΟΣ 


οπότε το μήκος τῶν διαστημάτων είναι 


η σα 


4 11 
(1123... Ίθ)ςΞ510.:Τ1ΞΞ 1988. 
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Σχήµα 102 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 (Προτάθηκε από την Ελλάδα) 
Έστω ABC ένα τρίγώνο µε Α - 905, και ἑστω Ὦ το ἔχνος του ύψους 
από το Α. Η ευθεία που ενώνει τα ἑκκεντρα των τριγώνων ΑΒΡΒ, ΔΡ 


τέμνει τις πλευρές AB. AC στα σηµεία K. L αντίστοιχα. Να αποδείξετε 


ότι το εμβαδόν του τριγώνου ABC είναι τουλάχιστον διπλάσιο από αυτό 
του ΑΚΙ.. 





Λύση 
Σχήµα 103 
Θέτουµε Βς-α, ΑςΓΞ0Ό, AB-c. ΑΌ5ΞΠ. 
Από το σχήμα έχουµε; 


και ΟΙΡΞΜΝΞΑΜ-ΑΝΞΑΟ-ηΞη-Π-η, 


302 Αυστραλία (Καμπέρα) 





οπότε OPSOP. δηλαδή Ο10/Ρ- 45”. Άρα ΙΚΑ - 455 οπότε ΑΚ -ΛΙ.. 
Όμως ΑΙ. ΞΑΜΑΕΜΙΞΑ ΙΤ Ξ ΑΕ ΡΞ- ΑΡ, οπότε θα είναι 
ΑΚΞΑΙΞΑΡΞΗ. 


Έτσι έχουµε: 





ΠΡΟΡΒΛΗΝΙΛό 
Ἔστῳ a και h είναι θετικοί ακέραιοι τέτοιοι ώστε ο (αὐ - 1) διαιρεί 


τον (αὐ Ευ” . Χα αποδείξετε ότι ο αριθµός 





a? 466* 
ab 41 
είναι τέλειο τετράγώνο. 
Λύση 
Κατ αρχήν παρατηρούμε ότι θεωρώντας Ό-α) έχουμε ὁτι 
222 
ab αι) 41-a εἰ, αἱ 0) - a? -a* -- aꝰ (αν 1, οπύτε “-ἕ-- Έα”, 
ab -- 


δηλαδή είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου. 
Επίσης μπορούμε να διαπιστώσουμε ότιγια α.Ξ2. ὃι- 2) -8 έχουµε 
αἱ 4 μή Ξ4 (αι, --Ι} και οµοίώς για τις αναδρομικές ακολουθίες 


ρε Ξῦ,. Όροι Ξ40υ, πμ. ἃι 52, οι Ξδ 
έχουµε ότι 
— * 83. * 46b. Τ ) 


Σημειώνουμε ότι η παραπάνω διαδικασία λειτουργεί και αντιστρόφως. 
Αυτό ακριβώς θα χρησιμοποιήσουμε παρακάτω για την ολοκλήρωση της 
λύσης. 

Ας υποθέσουμε τώρα ότι οι αριθµοί α, b, κ είναι µία λύση του προβλή- 
ματος, όπου α, Ὁ είναι θετικοί ακέραιοι και κ είναι τέτοιο τετράγωνο, έχουµε 
δηλαδή 

α” εὐ; Ξκ(αῦ «!). 


Αν είναι αΞ 8, τότε 24” σκ[α” «!), οπότε προκύπτει ότι α΄ lx, δη- 
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λαδή κζλα”. όπου λ. εἶναι θετικός ακέραιος. Έτσι έχουµε 2Ξλ[α΄ 11), ο- 
πότε aꝰ41)2 και aꝰ4122, δηλαδή έχουµε —A l, που είναι 


µία τετριμµένη λύση. 
Έστω ότι είναι ἆ «Ὁ. Θα αποδείξουµε ότι τότε θα είναι και αἱ 20. 
Πράγματι, έχουμε 


στα νε) εν 4 


οπότε θᾳ είναι 


ο να «αἱ «Ο] -κ(αῦ 1), 
ἃ π 
υ ο. 
κο. πΌ-εσακ ij bSax (1) 
Έτσι, αν υποθέσουμε ότι α΄ «8, θα έχουμε 
ο (01) ο) αν ο) φαἲ -κ(ανε1), 
Ἡ a 
οπότε προκύπτει ότι 
κ«5 ἡθγλακ, (3) 
a 
η οποία αντίκειται στη σχέση (1). 
Απότην (1) έχουμε ότι — ἠκα-υ»ρθ,αφούαςῦ, 
ἃ 


Ορίζουµε τώρα Α Ξκα- Ό και Β-α. Τότε εύκολα διαπιστώνουμε ότι 
ισχύει και 


Α΄ Β΄ Ξκ(ΑΒ 1], 


όπου Α, Β, κ είναι θετικοί ακέραιοι και κ τέλειο τετράγωνο. 
Επειδή έχουµε υποθέσει a «ὃὉ θα έχουµε 


α” «Ε΄ «αὐ bꝰ ⸗ab · bꝰ ο 1] 
ᾳ « 
οπότε έχουµε 


κας εκλνάκ. (3) 
a 


Επίσης, αφού είναι κ ἐκιός xXa -b20. 
a 


Ανστραλία (Καμπέρα) 


Αν υποθέσουμε ὅτι είναι κα - 50, τότε αντιστρέφοντας την αναδρο- 
µική σχέση μπορούμε να έχουµε µία μικρότερη λύση και επαναλαμβάνο- 
ντας την παραπάνω διαδικασία, επειδή δεν είναι δυνατόν να έχουµε άπει- 
ρους θετικούς αριθμούς μικρότερους του κα-- Ὁ., τελικά θα προκύψει ότι 
ΑΞκα-βθ-θ. Τότε όµως έχουµε Α΄ «Β΄ Ξκ(ΑΒ-Ι) µε Αθ, οπότε 


είναι κ« Β’, δηλαδή το κ είναι τέλειο τετράγώὠνο. Σημειώνουμε ότι κατά 


την αντιστροφή της αναδρομικής ακολουθίας ο κ δεν μεταβάλλεται. 


{{ J 
8 * 
 ΤΙΗΤΕΗΝΜΑΠΟΝΜΑΙΕ / 
ο ΜΑΤΗΕΜΑΠΚ 
οΥΜραος ΄/ 
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Τόπος Διοργάνωώσης: Δ. Γερμανία (Μπραουνσβάϊκ) 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: Α. Επροῖ (Παν/μιο Φρανκφούρτης) 
Συμμετοχή: 50 χώρες µε 6 το πολύ µαθητές η καθεµία 
Νέες Συμμετοχές: Ἰνδία, Ταὔλάνδη, Πορτογαλία 

Μέγιστη Βαθμολογία: 432 βαθμοί ανά µαθητή 

Οι δ πρώτες χώρες: Κίνα (237), Ρουμανία (223), Σοβ. Ένωση 


(217), Α. Γερμανία (216), Η.Π.Α. (201], 
Τσεχοσλοβακία (202], Βουλγαρία (195], A. 
Γερμανία (157], 
Η Ελληνική ομάδα πήρε µέρος µε τους µαθητές Χρ. Αθανασιάδη (Αργυρό 
μετάλλιο). Γ. Παπουτσή (Χάλκινο μετάλλιο), Πρ. Συµεωνίδη (Χάλκινο µε- 
τάλλιο), Δ. Σταθόπουλος (Χάλκινο μετάλλιο), Αντ. Οικονόμου (Εύφημος 
μνεία) και Ε. Μουρούκος (Εύφημος μνεία). Αρχηγός της ομάδας ήταν ο κ. 
Θεόδωρος Μπόλης και υπαρχηγός ο κ. Δημήτρης Κοντογιάννης. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 

Να αποδείξετε ότι το σύνολο {1.2.....19859} µπορεί να εκφραστεί ὡς 
ένώση διαφορετικών υποσυνόλων Αι. Άλι... Άμ με τέτοιο τρόπο ὦ- 
στε κάθε Αι να περιέχει 17 στοιχεία και το άθροισμα των στοιχείων 
κάθε Αι να είναι το ίδιο, 


Λύση: 
Καταρχήν κατασκευάζουµε 116 σύνολα, καθένα µε 3 αριθμούς, τα ο- 
ποία να έχουν άθροισµα στοιχείων 2985-3-095, 


106 





Για την κατασκευή αυτή θα χρειαστούµε 116:3-348 αριθμούς, οι ο- 
ποίοι θα είναι 174 ζεύγη αριθμών της µορφής {τ,1990 --τ]. 

Το αρχικό σύνολο αποτελείται απὀ 994 ζεύγη {τ,1990 --τ} και το σύνο- 

λο {995}, Το ΙΤ" σύνολο θα περιέχει ένα ακόµα ζεύγος {τ,1990--τ} και 
τον αριθμό 995. Έχουμε λοιπόν 117 σύνολα µε τρία στοιχεία το καθένα και 
με άθροισμα 2985 και µας έχουν περισσέψει 994 --174--1--819 ζεύγη της 
µορφής {τ,1990--τ}, Όμως 819- 7.117. οπότε µοιράζουµε τυχαία τα 819 
ζεύγη στα 117 σύνολα (7 ζεύγη σε κάθε σύνολο), οπότε τελικά έχουµε στα- 
θερό άθροισμα 2985-7.1990 -16915. και κάθε σύνολο έχει 17 στοιχεία. 
Αρκεί να αποδείξουµε ὅτι η αρχική κατασκευή των 116 συνόλων είναι εφι- 
κτή. 
Υπάρχουν πολλοί τρόποι για την κατασκευή τους: π.χ. μπορούμε να ἔε- 
κινήσουµε µε τους αριθμούς {301.801 1883) και το συμπληρωματικό του 
{1689.1159.107} (1683-1990 --301, κλπ.). Στη συνέχεια προσθέτουμε και 
αφαιρούμε αντίστοιχα 1 στους 2 πρώτους αριθμούς κάθε συνόλου παίρνο- 
ντας τα νέα σύνολα 


{302,802.1881] και {1688.1 188, 1091 
303. 803. 1870) και ſ1687. 1187. 111) 


[358, 858, 1769} και [I632. 1132. 221). 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 
Ἔστω ABC ένα οξυγώνιο τρίγῶὠνο. Οι εσωτερικές διχοτόµοι των 


γωνιών Α, ß. ο τέµνουν τον περιγεγραμμµένο κύκλο του ARC στα ση- 
µεία Αι. Β.. Οι, αντίστοιχα. Ἑστω Α το σηµείο τοµής των ευθειών 
ΑΛ µετις εξωτερικές διχοτόµους τῶν γωνιών ῦ, 6 και αντίστοιχα οϱ- 
ρίζουµε τα σηµεία Βμ. Ομ. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου 
ΑοΒοςς είναι διπλάσιο του εμβαδού του εξαγώνου ACBACB. και 


τουλάχιστον τέσσερις φορές μεγαλύτερο του εμβαδού του τριγώνου 
ABC. 
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Σχήµα 164 (1) Σχήµα 104 (11) 


Ἑστω Ττο έκκεντρο του τριγώνου ABC. 
Το τετράπλευρο ΒΙ6Α είναι εγγράψιµο, αφού έχει δύο απέναντι γωνί- 


ες ορθές, οπότε ΒΙΟ--ΒΑς Ξ150”. 


Από το εγγράψιµο ABAC έχουµε ότι ΒΑΟΒΑΙΓ -Ιδ03, και επειδή 


Λ 





ΒΙΟ -ο0ὔ η * (αφού το l είναι το ἐκκεντρο) απὀ τις παραπάνω σχέσεις 
έχουμε; 


2ΒΑ,ς -360:--2ΒΙ6 -3605 -- (1805 ΒΑΟ) Ξ180:-ΒΑςΞΒΑΙΟ. 


Επειδή ΑΙΒΞ ΑΙΟ,το Αι θα είναι το κέντρο του περιγεγραμµένου κύ- 
κλου του ΒΙςΓΑ,., δηλαδή 


Έτσι θα έχουµε (1Β8Α;}Ξ(Α/ΒΑΙ)} και (ΙΟΑ/)Ξ(Α ΓΑ) και 
οµοίῶς για τα τρίγῶνα που αντιστοιχούν στις υπόλοιπες εσωτερικές διχοτό- 
μους, οπότε 
(ΑρΒυςυ ) — 2(ΑΒΙΟΑΙΒΕ, ) ο. 


Ἑστω H το ορθόκεντρο του τριγώνου ABC, και Χ. Υ, Ζ οι τομές των 
υψών µε τον κύκλο όπως φαίνεται στο σχήμα. 
Επειδή ΒΑΙ Ξ- (ΑΙ, προφανώς έχουµε 





(ΒΑ/Ο}2(ΒΧΟ) 
και οµοίῶς για τα υπόλοιπα τρίγώνα. Επομένως θα έχουμε: 
(ΑΒ/ΟΑ/ΒΟ/)2(ΑΥΟΧΗΖ)- 
Ξ2{(ΒΗΟ)--(ΛΗΟ)3(ΑΠΗΒ))- 
Ξ2(ΑΒΕ). 
Χρησιμοποιώντας το πρώτο µέρος έχουµε ὅτι; 
(ΑρΒ0ϱ)24(ΑΒΕ). 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Έστω ῃ, κ θετικοί ακέραιοι και ἑστω 8 ένα σύνολο π σημείων του 
επιπέδου που είναι τέτοια ώστε καμία τριάδα σημείων του 3 να µην εί- 
ναι συνευθειακά και για οποιοδήποτε σηµείο Ρτου να υπάρχουν του- 
λάχιστον κ σηµεία του S τα οποία να ισαπέχουν απότο Ρ. 


Να αποδείξετε ότι κ «212. 


Λύση 
Θεωρούμε τα ζεύγη P. {Α, Β1. ὅπου Α, Β, Ρ σηµεία του 5 τέτοια ώστε 
το Ρ να ανήκει στη µεσοκάθετο του ευθύγραµµου Τµήµατος ΑΒ. Το πλήθος 
κ 
αυτών τῶν ζευγών είναι μεγαλύτερο ἡ ίσο του ῃ ὦ | Ξ ---. αφού 
υπάρχουν π διαφορετικές θέσεις που µπορεί να πάρει το σηµείο Ρ και για 
κάθε θέση του σημείου Ρ υπάρχουν τουλάχιστον κ σηµεία που να ισαπέ- 


κ 
χουν απὀ αυτό και συνεχώς; 2 | ζεύγη σημείων A. Β, που να ισαπέχουν 


απὀ το Ρ (οπότε το Ρ βρίσκεται στη µεσοκάθετο του ΑΒ). 
Αν υποθέσουμε ότικ 2 3 — — τότε 


ο ο 


η 
Όμως το πλήθος των ζευγών {Α, Β]! εἶναι 2 οπότε απὀ την αρχή 
της περιστεροφωλιάς θα υπάρχει τουλάχιστον ένα ζεύγος {Α᾽, Β΄] στο ο- 
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ποίο θα αντιστοιχούν τρία ἡ περισσότερα σηµεία Β, δηλαδή θα έχουµε 
δι, {Α’, Β/1, Ρ., {Α᾽, Β 1, Ρι, {Α᾽, Β΄], ανάµεσα στα αρχικά ζεύγη. Αυτό 
όμως είναι αδύνατο, αφού τότε τα σηµεία Ρι, Ρ1, Ρα θα ανήκουν στη µεσο- 
κάθετο του ἴδιου ευθύγραµµου τμήματος Α΄Β᾽, που θα σήμαινε ότι είναι 
συνευθειακά. 


Συνεπώς θα είναικ- : — — καιτο ζητούμενο έχει αποδειχθεί. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 
Ἔστω ABCD ένα κυρτό τετράπλευρο µε AB-AD BC. Αν Ρ είναι 
ένα εσωτερικό σηµείο του ARCD το οποίο απέχει απόσταση Ἰ απὀ την 
ευθεία (ἨΏ και APh Μ ΑΡ και ΕΒΡΞ - Β6, να αποδείξετε ὅτι 
Ι 1 


τον το 





Σχήµα 105 


Λύση 

Ἔστω ΟἩ, Ca οι κύκλοι µε κέντρα A, Β και ακτίνες AD. Β6 αντίστοιχα, 
και έστω Ο: ο κύκλος µε κέντρο Ρ και ακτίνα Ἡ. Από τα δεδοµένα του προ- 
βλήματος οι κύκλοι εφάπτονται μεταξύ τους και ο κύκλος Ο: εφάπτεται της 
ΡΟ. Έστω Α΄Β΄ η εφαπτομένη των κύκλων Οι, Ca. όπου A εθικαιΒες; 
η οποία βρίσκεται απὀ την ίδια πλευρά του ΑΒ όπως και η DO. Είναι προ- 
φανές, αφού το Ρ είναι εσωτερικό σηµείο του τετραπλεύρου, ὅτι η ακτίνα 
του κύκλου Οκ είναι μικρότερη της απόστασης ΡΡ΄, όπου Ρ΄ το ἴχνος της 
καθέτου από το Ρ στην Α΄Β᾽. 

Ἔτσι, η απόσταση h γίνεται μέγιστη, για δεδοµένα µήκη ΑΒ, AD και 
ΒΟ όταν ο κύκλος Ca εφάπτεται της Α΄ Β΄ οπότε και η Ἡ γίνεται η] -- ΡΡ᾽ και 
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στην περίπτώση αυτή το σηµείο D ταυτίζεται µετο Α΄ καιτο µετο Β΄. 


Από το Πυθαγόρειο Θεώρημα έχουμε: 
(ΑΕΥΞ(ΑΒΥ-(ΑΑ'-ΒΒΎΞ(ΑΑ' ΒΒΎ-(ΑΑ'-ΒΗΥΓ4ΑΑΛ'ΥΒΒΊΓ 4ΑΓΝΒΟ). 


(ΑΡΎΥ Ξ(ΑΡΥΗ -(ΑΑ'-ΡΡΊΞ(ΑΡ Η - (ΑΠ) - ΙΙ} - 4(ΑΡ)])-Π, 
(ΡΕ Ξ(ΒΡΗ -(ΒΒ' ΡΡΗΞ(Β0 Υ-(80) -ΠὙ - 4480) - π'. 


Επειδή όµως ΑΒ' - ΑΡ' - ΡΒ' (αφού το Ρ βρίσκεται στο εσωτερικό 
του ABCD) έχουµε 


ΜίΑΓΧΒΟ) Ξ ΜίΑΡ).Η' * Μ(ΒΟ):Ι 
Γρ. -ᾱἳ, 
FM ᾗς 


και αφού ῃ ς Π προκύπτει 
Μπ ΑΡ γης 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 
Χα αποδείξετε ότι για κάθε θετικό ακέραιο π υπάρχουν ῃ διαδοχικοί 


θετικοί ακέραιοι τέτοιοι ώστε κανένας τους να µην είναι πρώτος ή δύ- 
ναµη πρώτου. 


Λύση 

Θεωρούμε του αριθμούς; (ΔΣ 2 3ä, (ΝΤ ΕΝ. 

Γιακάθε2ςκς νο αριθμός (Ν!} 1 κ διαιρείται µε το κ και ισχύει 

! 

[κ — l αφού —— N —5— | -- (πολλαπλάσιο ). 

Για κάθε κ μπορούμε να θεωρήσουμε έναν πρώτο Ρε που να διαιρεί τον 
κ τέτοιο ώστε ο (Ν!}’ {κ να διαιρείται µε το p. χωρίς να είναι δύναμη του 
Ρε. Συνεπώς, ο (Ν!} x δεν είναι πρώτος ἡ δύναμη πρώτων. Θέτοντας 
Ἁπῃ I, έχουµε τους n ζητούµενους αριθμούς, 


307 Διεθνή Μαθηματική Ολυμπιάδα 1989 311 


ΠΡΟΒΛΗΜΛό 

Μία μετάθεση {χιιΧγ....«Χχι} του συνόλου {1.2.... 21}. όπου η εἷ- 
ναι ένας θετικός ακέραιος, έχει την ιδιότητα Ρ, αν |κι Χμμμ Ξπ για 
τουλάχιστον ένα {ε {1.2.... 21 -- 1}. Να αποδείξετε ότι για κάθε π. ν- 


πάρχουν περισσότερες μεταθέσεις που έχουν την ιδιότητα Ρ απὀ όσες 
μεταθέσεις που δεν την έχουν. 


Αί 
Έστω Αν το σύνολο τῶν µεταθέσεων µέτους αριθμούς Κκαιη- κ σε 
γειτονικές θέσεις, και ἑστω Α το σύνολο τῶν µεταθέσεων µε την ιδιότητα Ρ, 
δηλαδή ΑΞί}Α,. 
Ἔχουμε 
ΙΑ: 5 ὸ]Αι|-ὸ]ΑιωΑι/” ὸ ΙΑιΩΑιΩΑμ/ ΙΙ. 


κ κεί Κι — 
άρα |Α/2 »1Αν]- Σ]Αι ΩΑ/. 
κ και 
αφού οἱ όροι στο άθροισμα µικραίνουν γνησίως, 

Όμως Αι Ξ2(3π-1}1, αφού έχουµε 2 τρόπους να τοποθετήσουµε 
τους αριθμούς Κ, n-k και (2π--1}! για τους υπόλοιπους αριθμούς, και ο- 
μοίως Αι ΩΑ|Ξ 4(21 --2)Ι. 

Έτσι έχουµε: |Α/2 Σ 2(2η -Ώ)|- 42η -2)! 

κ καί 


-α.2ρη αν 4-2) 


-(24--2)/ 2η (2η --1)--2(π--1)] 
Ξ(21--2)/ 47 --2-- 2η) -- 2η) 
Ξ2η΄ (21 --2)! 


δηλαδή υπάρχουν περισσύτερες μεταθέσεις που έχουν την ιδιότητα Ρ απὀ 
όσες μεταθέσεις που δεν την έχουν. 
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Τόπος Διοργάνωσης: Κίνα (Beijine) 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: ΟΙ Min Ύοι (Παν/μιο Wuhan) 

Συμμετοχή: 54 χώρες µε ότο πολύ μαθητές η καθεμία 
Νέες Συμμετοχές: Μπαχρόϊν, Ιαπωνία, Μακάου, Β. Κορέα 
Μέγιστη Βαθμολογία: 42 βαθμοί ανά µαθητή 

Οι δ πρώτες χώρες: Κίνα (230), Σοβ. Ένωση (193), Η.Π.Α. 


(174]. Ρουμανία (171), Γαλλία (168), ΟυΥ- 
γαρία (162), Αν. Γερμανία (1558), Τσεχοσλο- 
βακία (153). 
Η Ελληνική ομάδα πήρε µέρος µε τους µαθητές 8. Ευγενίου, Α. Αργυρίου, 
Χ. Αδαμάρα, Δ. Δημόπουλο, Αικ. Τερζούδη και Αικ. Βάρσου, Αρχηγός της 
ομάδας ήταν ο κ. Θεόδωρος Μπόλης και υπαρχηγός ο κ. Δημήτρης Κοντο- 
γιάννης. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 
Οι χορδές ΑΒ και CD ενός κύκλου τέμνονται στο σηµείο Εὶ στο ε- 
σώτερικό του κύκλου. Έστω ΝΙ ένα εσωτερικό σηµείο του ευθύγραµµου 
τμήματος ΕΒ. Η εφαπτομένη στο Ε του κύκλου που διέρχεται απὀ τα 
σηµεία D, Ε. Ν τέμνει τις ευθείες Β6, Ας στα σηµεία Ε και G αντί- 
στοιγα. 
Να υπολογίσετε το λόγο εσ ὡς συνάρτηση του {« Αν 
ΕΕ ΑΒ 





Λύση 

Συγκρίνουµε τα τρίγωνα «ΟΕ και BMD. Είναι ACD Ξ ΑΒΡ ὡς εΥγε- 
γραμμένες στο ίδιο τόξο οπότε ΟςΕ Ξ MBD. Επίσης, ΟΕΌ - EMD ως υπό 
χορδής και εφαπτοµένης και επειδή αυτές οἱ γωνίες είναι εξωτερικές στα 
παραπάνω τρίγωνα Εξ ΟΕ - ΜΒΡ - ΒΡΜ ἁρα ΟΟΕ - ΒΡΜ οπότε 
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τα δύο τρίγώνα είναι όμοια. 
Έτσι, έχουμε 
Ε. ΜΡ 
ΕοΟ ΜΒ᾽ 
Συγκρίνουµε τα τρίγωνα ΟΕΕ και ΑΜΗΟ. Είναι ΟΕΕ 5 ΕΜΟ Ξ ΑΜΡ 
(υπό χορδής και εφαπτομένης) και Γ.Ε Ξ ΒΟΡΞ ΒΑΡΞ ΜΑΡ (παραπλη- 
Ρώματικές) συνεπώς τα δύο τρίγώνα είναι όμοια. 


(1). 


ς 
Β 
Α 
Σχήµα 106 
Άρα είναι 
ΕΕ ΜΡ * 
EC ΑΜ * 
Aidiphvtuc tic σχέσεις (I). (2) κατά µέλη παίρνουμε: 
ΑΜ 
ΕΟ ΑΜ. ΑΜ ΑΒ 1. 
ΕΓ ΜΒ ΑΒ- ΑΜ Ι ΑΜ Γ-ί 
ΑΒ 


αφού το Μ είναι μεταξύ των Α και Β. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

Ἔστῳ η 3 και το σύνολο Ε που αποτελείται απὀ 2η -- I διακριτά 
σηµεία ενός κύκλου. Ὑποθέτουμε ότι ακριβώς κ απὀ αυτά είναι χρώωµα- 
τισµένα μαύρα. Ένας χρωματισμός καλείται «καλός» εάν υπάρχει του- 
λάχιστον ένα ζευγάρι από μαύρα σηµεία τέτοια ώστε το εσωτερικό ενός 
από τα δύο τόξα που ορίζουν να περιέχει ακριβώς π σηµεία του Ε. Να 
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βρείτε την ελάχιστη τιµή του κ για την οποία κάθε τέτοιος χρωματισμός 
κ σηµείών να είναι «καλός», 


Λλύ 

— είναι, άν η Ξ 0 ἡ 1 (πιοάλ) και η -- ἰ ἆν η 5- 2(πιοάλ). 

Άς ονοµάσουµε τα σηµεία 1. 2, ... 21 -- Ι. 

Δύο σηµεία έχουν ακριβώς η σηµεία μεταξύ τους αν και µόνο αν η δια- 
φορά τους είναιῃ -2 ἡπ- 1 (πιοά 2η - 1). 

Ας υποθέσουμε ὅτιῃ Ξ Ἅπῃ, 

Αν χρωματίσουµε μαύρα τα σηµεία 1, 4, 7. ..., πι -- 2 καθώς και τα 2, 
5, S. 3m --4 (ὅηλαδή η -- Ι σηµεία) τότε αυτός ο χρωματισμός δεν είναι 
«καλός». Συνεπώς n --] χρωματισµένα σηµεία δεν είναι αρκετά. 

Τώρα, εάν ξεκινήσουμε απὀ το l και στη συνέχεια προσθέτουμε διαδο- 
χικά Ἅπι - 2 (πιοά όπῃ - Τ) τότε θα καταλήξουμε κάποτε πάλι στο 1, 


l3m 1,όπι-- 3 4 3m κ 1, ] 


Η ακολουθία αυτή περιέχει όλους τους πι -- Ι αριθμούς, Αλλά για ένα 
«κακό» χρωματισμό, δύο γειτονικά σηµεία δε µπορεί να είναι χρωματισµέ- 
να, συνεπώς για ένα «κακό» χρωματισμό το πολύ η -- Ι σηµεία εἶναι χρωµα- 
τισµένα. Συνεπώς, η απάντηση είναικηῃ. 

Εάν η Ξ Ἅπι * 1, τότε ένας «κακός» χρωματισμός μεκτηῃ - 1 είναι ο ε- 
ξής; 

I. 4, 7, ..., 311 --2 και 2. 5, 8. ..., όπι -- |. 

Όπως και προηγουµένῶς, προσθέτουμε ῃ -- 2 ξεκινώντας από το 1 και 

παίρνουμε την ακολουθία: 


Ι, 3πα, ..., Γ(πιοάση -- 1) 


Και επειδή δύο διαδοχικά σηµεία δεν µπορεί να εἶναι χρὠματισμένα σε 
ένα «κακό» χρωματισμό, αν κ -- η τότε σίγουρα ο χρωματισμός είναι «κα- 
λός», 

Εάν τέλος π Ξ Ἀπι 4 2,τότεκτ η - 2 δεν είναι αρκετό, π.χ. ο χρώματι- 
σμός Ικ2,..., Ἡ --2 είναι «κακός». Σε αυτή την περίπτωση αν ξεκινήσουμε 
από το 1 και προσθέτουμε διαδοχικά η - 2 Ξ Im θα ξαναφτάσουμµε στο ] έ- 
χοντας περάσει µόνο απὀ το ένα τρίτο τῶν αριθμών. Το προηγούμενο επι- 
χείρηµα λεει εδώ ότι το πολύ πι σηµεία απὀ τα 2πι {΄ Ἰ µπορεί να είναι χρω- 
µατισµένα σε ἑνα «κακό» σύνολο. 
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Όμοια αν προσθέσουμε Im στο 2 θα πάρουμε 2πι {1 νέους αριθμούς, 
το πολύ πι απὀ τους οποίους θα είναι χρωματισμένοι, και το ἴδιο συμβαίνει 
αν ξεκινήσουμε από το 3, Συνεπώς, υπάρχουν το πολύ Ἅπιξτ - 2 χρωμµατι- 
σµένα σηµεία σε ἕνα «κακό» σύνολο. 

Άρακτῃπ- ]. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 
Να προσδιορίσετε όλους τους ακέραιους μεγαλύτερους του 1 τέ- 


: 2" ΕΙ 
τοιους ώστε ο ------- να είναι ακέραιος, 
η 





Λύση: 

Απάντηση: ΠΞ3. 

Επειδή ο αριθµός 2" ΕΙ είναι περιττός, ο π πρέπει να είναι επίσης πε- 
ριττός. Έστω ῥ ο μικρότερος πρώτος διαιρέτης του ῃ, και έστω κ, Υ οἱ µι- 
κρότεροι θετικοί ακέραιοι για τους οποίους 


2" Ξ--Ι(πιοάρ) και 2 ΞΙ(πιοά ρϱ) 

αντίστοιχα. 

Από το θεώρημα του Εεππαί 27’ ΞΙ(πιοάρ) οπότε ο Υ υπάρχει πάντα 
και επιπλέον γυςρ. 

Επίσης επειδή ο π διαιρεί τον αριθµό 2" ΕΙ και ο p είναι παράγοντας 
του π έχουµε 

2" Ἔ --ἴ(πιοά ϱ) 

οπότε ο x υπάρχει πάντα και επιπλέον Χςη, 

Ἑστω ηΞΥγκΚ{α,όπουθσξαςγ. 

Παρατηρούμε ότι u «0, αφού διαφορετικά θα είχαµε 

-ι- 2592 ἳ Ξ Τ(πιοά ϱ) 

αδύνατο. 

Άρα -Ι52" 52)" «2" 23 (πιοά ϱ) 
orote XSUSY. 

Eoto ότι πΞχλ{τ,όπου θσξτςκ. Τότε έχουµε 

152" 523 «2ἱ ς(--!)) «2 (πιοάρ). 
Αν υποθέσουμε ότι τ20 τότε έχουµε: 
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σιπ(-) 21 (πο ϱ) 
δηλαδή 
-ἲΞ2ἱ (πιοάρ}), αν λ άρτιος 
άτοπο, αφού τςεκ και ο κ είναι ο μικρότερος θετικός ακέραιος για τον o- 
ποίο κάτι τέτοιο ισχύει, και όμοια 
-ἲξ--2'(πιοάρ), αν λ. περιττός 

επίσης άτοπο, αφού τς γ. 

Συνεπώς t O, δηλαδή ο x εἶναι παράγοντας του π. Ὁμως επειδή Χς«Ρρ 
και ο p εἶναι ο μικρότερος πρώτος διαιρέτης του π πρέπει να ισχύει κΞΙ. 

Έτσι 2Ξ--Ι(πιοάρ) άρα ρ-3. 


Έστω 3 η μεγαλύτερη δύναμη του 3 που διαιρεί τον π. Έχουμε διαδο- 
χικά 


25 ΕΙ Ξ (1-1) κΙ -3' σιωσσα ασ)’ «3-11 
-αλιιντσπ(α 127 13 (1) 


Το αριστερό µέλος διαιρείται µε τον αριθµό 3-3, από την υπόθεση, ενώ 
όπως θα αποδείξουµε παρακάτω, το δεξί διαιρείται µε το 3) αλλά όχι µε 
το 3” συνεπώς πι]. 

Το ανάπτυγμα (1) γράφεται 

μα. 
121 
Οι παράγοντες που αντιστοιχούν στις τιµές πι 25ίσπ διαιρούνται 


προφανώς απὀ το 35, αφού περιέχουν τον όρο 3’. Για τις περιπτώσεις 
251ςπι-] παρατηρούμε ότι 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 
Να κατασκευάσετε µία συνάρτηση από το σύνολο τῶν θετικών ρη- 


τών στον εαυτό του τέτοια ώστε Γκ Γ1))5 — για κάθε κ. y. 


Λύση 
Η συνάρτηση f είναι της µορφής Γ:Ο; --»Ο: και είναι 1 --Ι. 
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Πράγματι, αν υποθέσουμε ότι Γκι} Ξ Είχα}, τότε θα έχουµε 
X (κι (κο) Ξ Γκ ή(κι)) - σι 


2 Σι 
οπότε προκύπτει ότι χι, Ξκ». 





Για y Ξἵ στη σχέση οσο λαμβάνουμε ΓΧΓ)}Ξ Γκ), για 


κάθε χεο;, οπότε θα είναι κ[(])--κ, για κάθε χεο;, αφού η Γείναι 1-1. 
Άρα εἶναι Γ1)Ξ1. 


Για κάθε χ στο σύνολο Q. έχουµε 


ΓΞ ΚΙ) - ως. ο 


.... 
δηλαδή πο ΞΧ, 
οπότε για κ, Υ στο σύνολο Ο: έχουµε 
-ε[ε[- αν Ω). 

(πο )) πο) (1) 

[(κ) 

.. Ι 

Επίσης έχουµε, [((κ))Ξ ΕΙ  Γ(κ)) -- ------ — (2) 


Από τις σχέσεις (1) και (2), µία πιθανή — κατασκευάζεται ως 
εξής: 

Χωρίζουμε τυχαία τους πρώτους σε δύο απειροσύνολα {[Ρι, ϱ1, ϱ:, ...} 
και (αι, 42. 41, ...]. και ορίζουμε: Πρ)ξαι. [ίαι) Ξ Ἂ .Τια κάθε i. Ο ορι- 


σμός γενικεύεται για οποιονδήποτε ρητό χρησιμοποιώντας την ιδιότητα 
{(κγ) - ἔκ) Π(Υ), δηλαδή 
κι — κα x. 


— μες, 
{ ασ... — — — — 
—* αν .- 4µ, αμ. ν Οα., αυ. ». Ρρ, Ρ). ... 


Με επαλήθευση επιβεβαιώνουμµε ὅτι η παραπάνω συνάρτηση ικανοποιεί 
τη ζητούµενη σχέση. 

Θα μπορούσαμε ακόµη να αριθµήσουμε τους πρώτους αριθμούς, έτσι 
ώστε να κατασκευάσουµε µια γνησίως αύξουσα ακολουθία πρώτων αριθ- 
µών, δηλαδή θα έχουµε ΡιΞ 2,Ρ2Ξ 3,Ρ1Ξ5,ριΞ7,.... 
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Έχουμε ὅτι {{1) Ξ 1 και ορίζουμε 
PAM αν ο! ειναι αρτιος 
Γ(ρι)Ξ- * | 
Ρ,ι. αν ο { ειναι περιττος 


Απόζτις σχέσεις (1} και (2), αν είναι π Ξ Ρ/ Ρ;᾿..ρ.΄ θα έχουµε 
[(α) Ξ Γέρι Ρις) 5 Γέρι) Ε(ρι)) (ρι)ὴ, 


ενώ γιατους ρητούς F χρησιμοποιούμε την ισότητα. 
m 


|- — (Επ) σον. 
m Γίπι 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 
Έστω πῃΣ 1 ένας ακέραιος, Δύο παίκτες Α και Β διαλέγουν τους ᾱ- 
κεραίους πι. Π2, κ... εναλλάξ σύμφωνα µετους παρακάτω κανόνες: 
. Γνωρίζοντας τον ην ο διαλέγει έναν οποιονδήποτε ακέραιο ῃ,, 
«ι τέτοιον ὥστε Π,, Πιν σ J— 


. Γνωρίζοντας τον η, ιο B διαλέγει έναν οποιονδήποτε ακέραιο 
Π...; τέτοιον ὥστε —— ΞΡ', για κάποιο πρώτο p και κάποιο αᾱ- 


1κ 2 
κέραιοτ»]. 


ο παίκτης Α κερδίζει αν διαλέξει τον αριθµό 1990, ενώ ο παίκτης B 
κερδίζει αν διαλέξει τον αριθµό 1. Για ποιες τιμές του πι; 


() Ο Α έχει στρατηγική νίκης; 
(4) 0 Β έχει στρατηγική νίκης; 
(Η) Κανένας παίκτης δεν έχει στρατηγική νίκης; 


Λύση 

Η απάντηση είναι ότι για ΠιΞ 2, 3, 4, 5 0 Α χάνει (δηλαδή δεν µπορείνα 
αποτρέψει τον Β να κερδίσει), αν πι 2 8 τότε ο Α κερδίζει (ο Β δεν µπορεί 
να τον αποτρέψει) ενώ αν ποΞ 6,7 το παιχνίδι είναι ισοπαλία (δηλαδή καθέ- 
νας παίκτης µπορεί να εμποδίσει τον ἀλλο να κερδίσει). 

Η στρατηγική του Α δεδομένου ότι ο προηγούμενος αριθµός που επιλέ- 
χθηκε είναι ο η είναι η εξής; 
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(α) Ανπε[δ, [ΤΙ] διαλέχειτον αριθµό 60. 

(β) Ανπε[12, 16] διαλέγειτον αριθµό 140, 

(0) Ανπε[17,22] διαλέχειτον αριθµό 280. 

(6) Avns 23, 44] διαλέγειτον αριθµό 504. 

(ε) Avns —45, 1990] διαλέγειτον αριθµό 1990. 

(στ) Avn- 1991- 11 - 181 διαλέγει τον αριθµό 19901. 


(ϐ. Avns III* 181 ος 1, IISFX - 181] για κάποιο κ 2 1 επιλέγει τον 
αριθµό ΤΡ «1581. 

Ας δούμε γιατί ο Α κερδίζει αν πιῃ2 8. 

Προφανώς ο Α κερδίζει αν η Ε([45, 1990] (περίπτωση (ε)]. 

Στην περίπτωση (δ), ο Α επιλέγει 504 Ξ 7.8.0, οπότε ο Β πρέπει να επι- 
λέγει 56, 63, 72 ή 168 το οποίο δίνει νίκη στον Α λόγω της περίπτωσης (ε). 

Όμοια στην περίπτωση (γ) ο Β πρέπει να επιλέξει 35, 40, 56, 70 ἡ 140, 
οπότε ο Α πάλι κερδίζει λόγω τῶν περιπτώσεων (5), (ε). 

Στην περίπτωση (β) ο Β διαλέγει 20, 28, 35 ἡ 70, οπότε ο Α πάλι κερδί- 
ζει λόγω των (Υ), (5), (ε). 

Στην περίπτωση (α) ο Β διαλέγει 12, 15. 20 ἡ 30 και ο Α κερδίζει λό- 
γω των (β), (7), (5), (ε). 

Τέλος, στις περιπτώσεις (στ), (Ό), αν ο Α επιλέξει 11"). 181, τ2 0 τότε 
ο Β πρέπει να διαλέξει 181, Τ1:181, ο... IIF- 181 ἡ ΤΙ "1, δηλαδή έναν ᾱ- 
ριθµό μικρότερο ή ίσοτου 11 - 181. 

Έτσι λοιπόν αν ο Α ξεκινήσει µε έναν αριθµό η 2 199] τότε στην επό- 
µενη κίνηση ο Β θα δώσει ἑναν αριθµό -π οπότε µετά απὀ πεπερασμένο αᾱ- 
ριθµό κινήσεων ο Α κερδίζει, 

Αν ο Α δώσει έναν αριθµό μικρότερο του 6 τότε ο Β µπορεί να διαλέξει 
| και να κερδίσει. Συνεπώς, αν ποΞ 2 ο Α χάνει, αφού θα πρέπει να δώσει 
έναν αριθμό μικρότερο ή ίσο του 4. Αν ο Α δώσει έναν αριθµό μικρότερο 
του 11 τότε χάνει, αφού ο Β διαλέγει | ἡ 2 και κερδίζει (λόγω της προηγού- 
µενης παρατήρησης). 

Συνεπώς, αν π/Ξ 30 Α πρέπει να δώσει έναν αριθµό μικρότερο ἡ ίσο 
του 9. 

Όμοια, αν ο Α δώσει έναν αριθµό μικρότερο του 19 χάνει, αφού ο Β 
µπορεί να διαλέξει [, 2, ἡ 3, άρα και στην περίπτωση ποΞ 49 Α χάνει, 
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Τέλος, αν ο Α δώσει έναν αριθµό μικρότερο του 29 τότε χάνει, αφού ο 
θα επιλέξει 1, 2, 3 ἡ 4 και θα κερδίσει. Συνεπώς και στην περίπτὠση Πι Ξ 5 
ο Α χάνει. 

Ας δούµε τι γίνεται αν ξεκινήσουμε µεποξθή7. 

Ο Α πρέπει να επιλέξει π, 2 30, διαφορετικά θα κερδίσει ο Β (όπως εἰ- 
ὅαμε παραπάνω). 

Αν ο Α επιλέξει 31. 32, 33. 34,. 35., 36. 31.38.39 40, 41. 43, 44 45 46. 
41, 48, 49, τότε ο Β θα κερδίσει επιλέγοντας Ἱ. l, 3, 2, 5, 4, 1,2, 3, 5. 1.1. 
4, 5, 3, 1I. 3, ἶ αντίστοιχα. 

Άρα ο Α πρέπει αναγκαστικά να διαλέξει 30 ή 42. Αν επιλέξει το 30 τό- 
τε ο Β πρέπει να επιλέξει 6, 10 ἡ 15, αλλά µε 10 και 15 θα χάσει οπότε πρέ- 
πει να επιλέξει 6. 

Αν επιλέξει το 42 τότε ο Β πρέπει να διαλέξει 6, 14, 21, όμως αν µε 14, 
21 κερδίζει ο A, οπότε πρέπει να επιλέξει 6. 

Συνεπώς, αν ποΞ 6 ἡ Ττότεπι Ξ 30 ἡ 42,η,Ξ 6,πι Ξ 30 ή 42 κ.λπ. δη- 
λαδή κανένας παίκτης δε µπορεί να νικήσει. 


ΠΡΟΒΛΗΝΜΛό 

Χα αποδείξετε ότι υπάρχει κυρτό 1990-γώνο για το οποίο ισχύουν: 

(9) όλες του οι γωνίες είναι ίσες μεταξύ τους και 

(ἴ)τα µήκη των πλευρών του είναι οἱ αριθμοί 12, 231... 1990” µε 
κάποια σειρά. 


Λύση 
Ἔστω Ο το κέντρο ενός κανονικού 1990-γώνου ΑΑ.::-Αιοο. Θεῶ- 


ρούμε τα διανύσματα ἡ ΞΟΑ:, { ΞΟΑ», .... Ποορ ΞΏλιοου και µια µετά- 
θεση {λι,λ1.....λιοορ} του συνόλου {ιζ,23,... 19907]. 
Θα αποδείξουμε ότι, αν ισχύει 
M̃ Γλῖ, Γ-  Ἑλιφορξοοο Ξ Ὁ, (1) 


τότε μπορούμε να κατασκευάσουµε ένα 1990-γωνο ΒΙΒ.'..Βιωρ του οποί- 


ου οι πλευρές έχουν µήκη lꝰ. 2”...., 1990” µε κάποια σειρά και όλες του οι 
γωνίες είναι ίσες μεταξύ τους. 
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Πράγματι, αν θεωρήσουμε σηµείο Βι του άξονα τῶν y και τα διανύ- 
σµατα Β/Β, Ξλιῆῃ, Β.Β. Ξλ2Η, -..ι ΒιοκοΒ] ους Ξλιοκοῆοου. τότε λόγω της 
(1)0α έχουµε 

ΒιοοΒ, - -ΒιΒμωοο Ξ--(λιῇ Ελα Ἡ Ελιοκοῖοεο)Ξ λιοορῖιοορ, 
οπότε θα ισχύει ότι 
Β/Β, «Β.Β. ή: «Βιωβι ΞΌ. 


δηλαδή το ΒιΒ.::.Βιωρ είναι το ζητούμενο κυρτό 1990-γώνο. 
Επομένως θα προσπαθήσουμε να προσδιορίσουµε µια κατάλληλη µε- 
τάθεση των 1”. 2”...., 1990”, έτσι ώστε να ισχύει η σχέση (1). 
Παρατηρούμε ότι 1990 -32-5:199, οπότε μπορούμε να διαµερίσουµε το 
σύνολο —* — Ι99ρ΄ 1 σε 199 υποσύνολα της µορφής 


ώς μμ δες. {19812.1982”,.... ι90ρ΄]. 


Οεωρούµε και 10 σηµεία απὀ τις κορυφές του κανονικού 1990-γώνου 
Α/Α.:::.Αιοοῃ, ἑστω τα ,, [χει ἔχα. ἔτσι ὥστε το πολύγωνο Εμ," Εν να 
είναι κανονικό δεκάγώνο. Αντιστοιχίζουµε στα σηµεία Εν, Γον... να µία με- 
τάθεση του συνόλου ᾖ, ος ιο) ως εξής: 


Π B. Γ---δ”, Γι --ᾱ”, Γι -»10”, Γς --δἳ 


Γς 23, 7. A, h6. 
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δηλαδή σε αντιδιαµετρικά σηµεία αντιστοιχίζουµε τετράγωνα διαδοχικών 
αριθμών και ορίζουµε το διάνυσμα 


ῦρ Ξ( ΟΓι 1-2” ΟΓς)-(ε) .ΟΓ2 4 τ΄ ΟΓ7) (1 «ΟΓ κα” «ΟΓε) 
ε(ιοῦ «ΟΕ, «οἱ «ΟΓ0) {57 -ΟΗς κ 6ἳ «ΟΕ ιο). 2) 
Επειδή τα ζεύγη (Ες, Γς)ι (P. R). (Εν Γκλεν Το). (Ες, Γιο). αποτε- 
λούνται απὀ αντιδιαµετρικά σηµεία, θα έχουµε 
ὕρ-3-ΟΓς --Τ.ΟΓε «ΕΠΙ -ΟΓιο 4Ι5-ΟΓ -Ι9-ΟΓ.. (3) 
Εφαρµόζουµε την παραπάνω διαδικασία άλλες 198 φορές, αντιστοιχί- 
ζονταςτις κορυφές Ε. Γον. «εν τοι. ΚΞ νε... 1985 στα σύνολα 
Gox ο Y. (οκ 2)’ νοκ »10)], κξΙν2,.. 198 
όπως ακριβώς κάναµε προηγουμένως, όπου τα σηµεία Ει, Γον ενν τος εἷ- 
ναι οἱ εικόνες τῶν σημείων Ει. Γσννννν Γιο ὣς προς µία στροφή του επιπέδου 
2 
µε κέντρο Ο και γωνία — xI. 2.. 198. 
Ἔτοι ορίζονται τα διανύσματα Ὁ, µέσω της σχέσης (2), τα οποία, αφού 
ισχύει 
(ι0κ υπ 1)’ --(10κ--π)΄ -20κ--2π--ἱ- 20κ-Ε(η 1)’ --πλ, 
θα έχουν τη µορφή 
ῦ -3-ΟΓοι «7. ΟΓικ ΕΠΙ «Ο Γιος «15 .ΟΓ2 ΕΙ9.ΟΓὰ 
γοῦκ-(ΟΓον ΦΟΓικ ΦΟΓςι ΦΟΓε. ΕΟΓΙοκ]. κ - νι 
όπου τα σηµεία Γος, Γεν, Γον Γκεν Γιος θα είναι κορυφές κανονικού πεντα- 


γώνου κέντρου Ο, οπότε το άθροισμα των διανυσµατικών ακτίνων µέσα 


στη παρένθεση είναι ίσο µετο 0. 
Ἆρα έχουµε 


õ. Ξ3.:ΟΓες ΤΟ Γκ. «1 ΟΓιος -δ.ΟΓοκ 19.ΟΓι,. 6) 
για κάθε κΞ]Ι.2.....19Ν8. 
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Ἔτσι, λόγω της σχέσης (2). το άθροισμα Ὁρ τι Έ'- Εὺς έχει τη ζητού- 
µενη µορφή του πρώτου μέλους τῆς (1) και επιπλέον ισχύει: (ταυτίζουµε το 
σηµείο Τι, µετο Τ) 


ο ο ο 
ὕρ τε ὃι α"  Εὔμωες 1. ΟΓος «Τ.Σ ΟΓες ΙΙ ΟΓιος 
κΞό 


κ-θ κΞθ 
8— 9 . 
115: ΟΓος 19: ΟΓι. -ὔ, 
κ-ῦ κξὺ 


αφού κάθε εμφανιζόµενο άθροισµα διανυσμάτων ισούται µετο 0. Αυτό ι- 
σχύει, γιατί τα σηµεία Ες. 1Ξ2,4,6,8δ.10, κΞθ,] 2... 198, από τον τρόπο 
κατασκευής τους, είναι κορυφές κανονικού 199-γώνου κέντρου Ο. 







ση ὃν 


μεν 
πα ὃς 
στα εμμα! ἓ Ἶ 
αλα ο ναι αἱ 3 ῥ 
Ἐν 

—— 
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Τόπος Διοργάνώσης: Σουηδία (Σηκτούνα) 

Πρόεδρος Lvuß. Αρχηγών: Dr Larxs Ange Ηεάδείρ (Παν/μιο Linköping) 
Συμμετοχή: 56 χώρες µε 6 το πολύ µαθητές η καθεµία 
Νέες Συμμετοχές: Δανία, Ελβετία, Τρίνιντατ και Ταμπάκο 
Μέγιστη Βαθμολογία: 43 βαθμοί ανά µαθητή 

Οι δ πρώτες χώρες: Σ0β. Ένωση (241). Κίνα (231), Ρουμανία 


(225], Δ. Γερμανία (222), Η.Π.Α. (212), 
Ουγγαρία (209], Βουλγαρία (192],. Βιετνάμ 
και Τράν (191) 
Η Ελληνική ομάδα πήρε µέρος µε τους μαθητές Χρ. Αδαμάρα, Α. Αργυρί- 
ου, Θ. Ευγενίου, Αλ. Καρέλα, Αθ. Λαγκουδέρου και Αικ, Τερζούδη. Αρχη- 
γός της ομάδας ήταν ο κ. Θεόδωρος Μπόλης και υπαρχηγός ο κ. Δημήτρης 
Κοντογιάννης, 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 
Ἔστω ! το ἔγκεντρο ενός τριγώνου ARC. Οι εσωτερικές διχοτόµοι 
τῶν γωνιών Α. B. C τέµνουν τις απέναντι πλευρές στα σηµεία ΑΒ) C 
αντίστοιχα. 
Ι ΑΙ: ΡΙ.61 8 


* ο ο... ——— —— — 
Να αποδείξετε ότι “ * ος «77 
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Λύση 
Τα εµμβαδά των τριγώνων ΑΙΒ, ΑΙΟ, ΒΙΟ είναι; 
(ΑΙΒ) - (ΑΒ) 5 (ΑΙΟ) - (ΑΒ) 5 (ΒΙ6) - (8Ο) ο 


όπου ρ εἶναι η ακτίνα του εγγεγραμµένου κύκλου. 
Επίσης, θεωρώντας ὣς βάση την Β6, και χρησιμοποιώντας το θεώρηµα 


Θαλή, έχουμε 
(810. ΙΑ’ 
— AaA' 
κε (ΑΡ6)-68Ι0. ΔΙ ε»41ΙΒ)(ΑΙΟ).. 
(ΑΒΟ) B (ΑΒΟ) * 


— τις σχέσεις για τα εμβαδά προκύπτει: 
«4ΒΑΟρ («Β4ΑΟ)ρ. ΑΒΑΟ 


— 2(ΑΒΟ) 2τρ — 


όπου 2τ είναι η περίµετρος του τριγώνου ABC (το εμβαδόν ενός τριγώνου 
είναι ἰσο µε τρ). 


Όμοια υπολογίζουμε τους λόγους 
ΒΙ ΑΒΕΕ * ACC 
ΒΒ  Ἅὂὁὓτ ος 2τ 


Από την ανισότητα Αριθμητικού -- Γεωμετρικού μέσου έχουµε ότι: 


ΑΙ ΒΙ ο Ενας αν]; 


ΑΑ’ ΒΒ' οο Ἴπαα Β8Β ος 


ΑΙ:ΒΙ:ΟΙ [122113 
ΛΑ ΒΒ ος 


5 
αι — 
Οέτουμε XABAC-BC0 
ΥΞΑΒ-ΑΟςΒς»0 
7Ξ-ΑΒΚΑςΟΕΒΟ»Ο 
οπότε ΑΒ -ᾱ (κ Υ) ΑΟ --αίκ «2) ΒΟΞ2032) 


Οι λόγοι που υπολογίσαµε προηγουμένως γράφονται; 
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(καν) να 72) 
ΑΙ 2 2 ασ γ2ηκ. . 
ΑΑ᾿ 2τ 4τ 2 41 


και όμοια 
-....ὰ ————— 
J 1* ος ο * 
Πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη τις τρεις παραπάνω ισότητες, λαµβά- 
νουμε 


—— 4 1 
ἈΑ΄ ΒΒ ος ος 20 — ος στ —— ο ο. 


καιτο ζητούμενο έχει αποδειχθεί. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 
Έστω η 26 ένας ακέραιος και ἃι. Ἁγι...ς ἂν οἱ θετικοί ακέραιοι ᾱ- 
ριθµοί που είναι μικρότεροι του η και σχετικά πρώτοι µετο n. Αν ισχύει 
a, -ἃ δι Άν οΞδ -ᾱ ὸ20 


να αποδείξετε ότι ο η είναι ἡ πρώτος ἡ δύναμη του 2. 


Λύση: 
Αν ο π είναι περιττός τότε οι 1, 2 και π--ἶ είναι σχετικά πρώτοι µε το η 
οπότε 
2-Ἱ-αι- ο ο ο 
συνεπώς όλοι οι — I 2nl είναι σχετικά πρώτοι µε το ῃ, ὁηλαδή 
ο Π είναι πρώτος. 
Αν ο π είναι άρτιος, διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
9 αν πΠΞ4Κκ,τότεοι 2Κ-ἶΙ και 2κ-] είναι σχετικά πρώτοι µε το ῃ, 
άρα όλοι οι περιττοί ꝰVn είναι σχετικά πρώτοι µετοπάρα ηΞ δα’. 
9» αν πΠΞάΚ-42,τότεο 2Κ-Ι διαιρεί τον ῃπ, αλλά οι 2κ-3, 2κ45 
είναι σχετικά πρώτοι µε το Π. 
Επειδή π 26 έχουµε 2Κ-5-«π, άρα η περίπτωση αυτή δε δίνει λύσεις. 
Άρα ο π πρέπει να είναι πρώτος ἡ δύναμη του 2. 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Έστω ὁ 5 {1. 2. 3. .4 2801. Να βρείτε το μικρότερο ακέραιο n για 
τον οποίο κάθε υποσύνολο του S µε η στοιχεία να περιέχει πέντε αριθ- 
μούς οι οποίοι να είναι πρώτοι μεταξύ τους ανά δύο. 


Λύση 

Η απάντηση είναι ης217. Θα αποδείξουμε καταρχήν ότι το ζητούμενο 
δεν ισχύειγιαη - 216. 

Έστω Τ το υποσύνολο του S που αποτελείται απὀ τους αριθμούς που 
είναι πολλαπλάσια των 2, 3, 5, 7. Το Τ έχει 216 στοιχεία, αφού στο S υπάρ- 
χουν —— Ξ 1490 πολλαπλάσια του 2, —2— Ξ 93 πολλαπλάσια του 3, και 
όμοια, 56 πολλαπλάσια του 5, 40 πολλαπλάσια του 7, 46 του 6, 28 του 10. 
20του 14, 1δτου 15, 13 του 21, 9 του 30, δ του 35, ότου 42, 4 του 70, 2, 
του 105 και | του 210. Έτσι 


Π]Ξ 1404934 563440-46-28-20-18-13-8 9642-1216. 


Από την αρχή τῆς περιστεροφωλιάς αν διαλέξουµε οποιουσδήποτε 5 ᾱ- 
ριθμούς από το Τ τότε δύο θα έχουν ένα (τουλάχιστον) κοινό παράγοντα αᾱ- 
πότους 2, 3, 5, 7 οπότε η υπόθεση δεν ισχύει. 

Ἄς εξετάσουμε την περίπτώση η -- 217. Θεωρούμε τα παρακάτω υπο- 
σύνολα του Ὦ: 


ΑΙ 5 {όλοι οιπρώτοιρ,2τρς 250) 

Α2ξ {2:41 3.37. 5.317.290, 1123, 13.19] 

ΑΙΞ {2.317.331 5.209.234, 11.19, 13.17] 

ΑΙΞ [2.313.209 5. 23, 7.19. 111, 13.13} 

Α:«Ξ([2:29,3:323, 5.19, 7.11, 11-13) 

ΑοΞ [2:23,3.19, 5.11, 7. 13. ΤΙ «11) 

Παρατηρούμε ότι τα παραπάνω σύνολα δεν έχουν κοινά στοιχεία οπότε 

η ἑνωσή τους Α έχει 

A-AVAVAVAVASVA-60 646464545288 


Όμως από τους 280 αριθμούς επιλέξουμε 217, τότε 25 τουλάχιστον από 
αυτούς θα ανήκουν στο A, αφού 25 -- 88 --(280 --217]. 
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Από την αρχή τῆς περιστεροφώλιάς 5 τουλάχιστον απὀ αυτούς θα ανή- 
κουν στο ἴδιο υποσύνολο από τα Αι, ΑΣ...  Δοεαφούόθ - 24 «325, 

Αυτοί οἱ 5 αριθμοί θα είναι όλοι σχετικά πρώτοι μεταξύ τους ανά δύο, 
οπότε ητιμήπ Ξ 217 ικανοποιεί τη συνθήκη της υπόθεσης, 


ΠΡΟΒΛΗΝΙΑ 4 

Έστω G ἕνα συνεκτικό γράφημα µε Κ ακμές. Να αποδείξετε ότι εἷ- 
ναι δυνατό να αριθµήσουμµε τις ακμές µετους αριθμούς I, 2. . κ ἐτσι 
ώστε σε κάθε κορυφή που ανήκει σε 2 ἡ περισσότερες ακμές ο μέγιστος 
κοινός διαιρέτης τῶν αριθμών τῶν ακµών αυτών να είναι Ἱ. 


Λύση 

Κατασκευάζουµε την αρίθμηση ὡς εξής: 

Από µία τυχαία κορυφή Α ακολουθούμε ένα μονοπάτι κατά µήκος ακ- 
μών που δεν έχουν αριθµηθεί, και ονομάζουμε τις ακµέςπου συναντούμε 1, 
2, 3... κλπ., ἑως ότου συναντήσουμε µία κορυφή Β χωρίς µη-αριθμημένες 
ακμές. Η κορυφή Α θα έχει ΜΕΛ των ακµών της I. αφού µία ακμή της εἰ- 
ναι η 1, και οἱ υπόλοιπες μεταξύ του Α, Β θα έχουν ΜΚΛ τῶν ακμών | ε- 
πειδή θᾳ έχουν δύο ακμές µε διαδοχικούς αριθμούς, 

Τέλος η κορυφή Β είτε θα έχει µόνο µία ακμή, οπότε ο ΜΚΑΔ δε µας εν- 
διαφέρει ἡ θα είναι µία απὀ τις κορυφές μεταξύ των Α, Β ου διανύσαµε 
πριν, οπότε ο ΜΚ.Λ θα είναι l. 

Στη συνέχεια ξεκινάµε απὀ µία άλλη κορυφή µε μη-αριθμημένη ακμή 
και συνεχίζουμε τη διαδικασία αρίθµησης, και για τους ἴδιους λόγους όλες 
οι καινούργιες κορυφές θα έχουν MKA ίσο µετο |. 

Η τελευταία κορυφή είτε θα έχει ΜΚΛΞΊΙ ή θα έχει µία µόνο ακµή. E- 
παναλαμβάνουµε τη διαδικασία έως ότου εξαντληθούν όλες οι ακμές. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 
Ἔστω ABC ένα τρίγώνο και Χ ένα εσωτερικό του σηµείο. Να απο- 


δείξετε ότι τουλάχιστον µία από τις γωνίες ΧΛΒ. χης, ΧςΑ είναι µι- 
κρότερη ή ίση µε 30”, 
Λύση: 


Ἔστω , Ο, ΕΚ τα ίχνη τῶν καθέτων απὀ το Χ στις πλευρές Β6, Ας, ΑΒ 
αντίστοιχα. 


330 Σουηδία (Σηκτούνα) 


ρ ο 
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Από την ισότητα των εμβαδών έχουµε; 
(ΑΒΧ)(ΒΟΧ)(ΑΟΧ)Ξ(ΑΒΟ) 
Επομένως έχουµε: (ΑΒ)(ΕΧ):-(Β6)(ΡΧ)(ΑΟ)(ΟΧ)- 2(ΑΒΟ)« 
«(ΒΟ)(ΑΡ)(Βο)((ΑΧ)/(Χρ))- 
| Ξ(ΒΟ)(ΑΧ)(ΒΟ)(Χρ) 
(ΔΒ)(ΚΧ)(ΑΕ)(ΟΧ)Ξ(Β6)(αΧϱ) 
(Β)(ΑΧ). (ΑΟ(ΟΧ) 
(ΧΡ) (ΧΡ) 
Σι. ΔΒ)(ΚΧ) (ΑΟ)(ΟΧ) 
άρα (ΒΟ} 24 Χρ] (χρ) 
(Χρησιμοποιώντας τη σχέση (α ⸗ by 2 430 ). 
Και όμοια παίρνουμε τις σχέσεις 
(σΑ)΄ » ϱ{986)(ΑΒ)(ΡΧ)(ΕΣ) και (ΑΒ)΄ »4 (ΔΕ)(ΒΕ)(ΟΧ)(ΡΧ) 
(Bx (cx | 


ἡ (80)2 


Πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη έχουµε; 
2 2 2 

6{ ΑΧΥ (κ (οχΥ 
AX BXCX 


οπότε ν — ημ χΗς Ἱ ημ ΧΟΛ Ξ : 


ως ος 
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Άρα κάποια από τις παρενθέσεις πρέπει να είναι μικρότερη ἡ ίση του 


Ξ , ὁηλαδή κάποια απὀ τις τρεις γωνίες θα είναι μικρότερη των 305. 


Η συνθήκη ημῷ «5 όμως µπορεί να σηµαίνει ότι φ 21505. Στην περί- 


πτωση αυτή µία απὀ τις άλλες δύο γωνίες του τριγώνου θα είναι μικρότερη 
του 30” ἆρα και µία απὀ τις ζητούµενες γωνίες θα είναι μικρότερη του 305, 


ΠΡΟΒΛΗΝΜΛό 

Ἔστω α 5 1 ένας πραγματικός αριθµός. Να κατασκενάσετε µία 
φραγµένη ακολουθία Χρν Χιν Χὲ.... τέτοια ώστε ἵκα - Χω η - πι)" 2 1 για 
κάθε ῃ. πι, Πε πι. 


(Μία ακολουθία πραγματικών Χρι Χι, Χλ.... ονομάζεται φραγµένη. αν 
υπάργχει σταθερά e τέτοια ώστε |νι] « ς για κάθε η. 


Λύση 


Έστωι-[ 


u 
J.« 21 ρε Επειδή α 21,θα έχουµες 2 0. Για κάθε ακέ- 


ραιο π 2 0 θεωρούμε τη δυαδική γραφή του η Ξ 32 5, 2 και ορίζουµε 
' 


— 
x. 2 ι»0. 
* 
Θα αποδείξουμε ότι η ακολουθία αυτή ικανοποιείτη ζητούµενη σχέση. 
Ἕστω Κ η μέγιστη δύναμη του 2 που διαιρεί του πι, π. Έχουμε 
π - πι 2 2". Επίσης, στο δυαδικό ανάπτυγμα τῶν πῃ, η οἱ συντελεστές των 
2.2)... 2” συμφωνούν, ενώ αυτοί του 2" είναι διαφορετικοί. 


Άρα έχουμε; 
οχι - Χα” ας Σ΄ γι όπου γιΞ O, ἡ -ἑ και γι» - » ς 


εκ λα Τσλκ 


ο 
.ὰ 





οπότε προκύπτει 
ο |χο - Χπ eſ ταν και χι- ΧπΙη πι 213251. 


| 
οὐ 





Η ακολουθία είναι φραγµένη, αφού κι O και χι «. νὰ --Ξ 


κάθεπ- 0. 1.... 





—8 
— 
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Τόπος Διοργάνωσης: Ρωσσία (Μόσχα) 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: ΝΝ, 

Συμμετοχή: 56 χώρες µε 6 το πολύ µαθητές η καθεμία 
Νέες Συμμετοχές: Ρωσσία. Ν. Αφρική. Ταϊβάν 

Μέγιστη Βαθμολογία: 432 βαθμοί ανά µαθητή 

Οἱ δ πρώτες χώρες: Κίνα (240], Ρουμανία (177), Σοβ. Ένωση 


(176), Ην. Βασίλειο (168), Ρωσσία (158], 
Γερμανία (149), Ουγγαρία (209) και Ιαπωνία 
(142) 
Η Ελληνική ομάδα: πήρε µέρος µε τους µαθητές ]. Μαυροειδή, Ι. Βέτσικα, 
Ε. Παπαδόπουλο, 1. Καρύδη, Αικ. Τερζούδη και Κ. Μπάρτζη. Αρχηγός της 
ομάδας ήταν ο κ. Θεόδωρος Μπόλης και υπαρχηγός ο κ. Δημήτρης Κοντο- 
γιάννης. 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 
Χα βρείτε όλους τους ακέραιους a, ὂ. ο µε ἵ«κα«ςῦ«ς που είναι 
τέτοιοι ώστε ο αριθµός (α--1)(-- 1)(ε-- 1) να είναι διαιρέτης του 
αὓὐς- 1. 


Λύση 
. ρα --Ι 
Εστω Ε/ίρ.ᾳ,[)---------τ---ςι[«ραςτ, µε p. q. τ ακέραι- 
— 
ους. 
Επειδή 


-- — Ἱνημο μι — — 7* σποτ 
Ε(ρ..{)ΞΊ ρ-Ι αι τι [ρ-(α-ι) {ρ-ιίτ-τ {αμ ᾗ 
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έχουµε Ε{ρ.ᾳ.τ)2 1 καιη F(p.q.r) είναι φθίνουσα ὡς προς τα Ρ, 4, . 


Παρατηρούμε επίσης ότι αν ένας απὀ τους Ρ. 4. Τ είναι άρτιος, τότε 
πρέπει όλοι οι p. ᾳ, Τ να είναι άρτιοι, διαφορετικά ο pqr ⸗ꝰ l θα ήταν περιττός 


καιο (ρ--")(ᾳ--Ι)(τ--1) άρτιος, αδύνατο. 
Αν Ρ24, έχουµε: 1 «Ε(ρ.ᾳ.τ)ςΕ(4,6,8)-- τν «3 αδύνατο αφού ο Ε 


εἶναι ακόραιος, 
Συνεπώς ρ5ς3, δηλαδή Ρ-2 ἡρΞ3. 
Αν ΡΞ2 έχουμε: 


Ι«Ε(2.4,τ)« Εί24.6)- ης «4. 


και επειδή Ε(2,Ρ.4) είναι πάντα περιττός, η μόνη περίπτωση εἶναι 
Ε(2,Ρ.4)-3. 

Αντικαθιστώντας τις τιµές για το Ε({2,Ρρ.4)Ξ3 και ΡΞ2 παίρνουμε 
την εξίσωση 

(ᾳ--2)(γ-3)55 

άρα έχουµε 4Ξ4,ΓΞδ (αφού ᾳ «τ). 

Αν ΡΞ3, έχουµε ομοίως: 1 «Ε(3,4.τ)ςΕ(3,5,7)«3, συνεπώς πρέπει 
F(G.q. r) æ 2. Αντικαθιστώντας έχουµε: 


(ᾳ-4)(τ-4) 511, άρα q-5. 1215. 
Έτσι οι λύσεις είναι ſa.b.c)⸗ (2.4.8) και (α, δις) - (3,515). 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 


Να βρείτε όλες τις συναρτήσεις { Κ -» Κ για τις οποίες 
[(κ1 ος Γή) νε (κ) για όλους τους πραγματικούς αριθμούς x, y. 


Λύση 

ΘέτουμεκΞξγΞ0 και έστω Π0) -- κ. Έχουμε κ) -- κ’. 

Αν ΥΞθτότε ἤχΣ à ) Εχὶ, ενώανκΞο: ΚΗΥ))- ν-κ'. 
Είναι διαδοχικά: 
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κ. «ΠΙ)) -πΙκ) πι) κει) κ «κ τκ-δκκκὶ. 


Όμως επίσης 

ἤκα ΚΙ) ἄκι Ισ κ)Ίκβκ εκ κν 
δηλαδή Ἱ κκ «κ-Ι «κκ ἡκ-θ,οπότε[θ) -0, 
Έτσι, έχουµε {({(κ)) Ξ κ και fuę) - Γ(κ)2γιακάθεκχεξ, 
Έστω ότι2Ξ Ηγ). 
Τότε (7) Ξ ΠΠγ))Ξ γάρα fu () [(κ) 3, 
Έστω χ,ιγεξΕ,κ20. 
ΘέτουμεΖΞ K οπότε έχουµε 

(κ κ Υ) Ξ (724 Υ)ΞΙ(Υ) (2/2 {(γ) ας (22) κ) ΕΥ). 
Επίσης [κ - γ) Ξ {κ -ε (-γ)) Ξ (κ) 4 Π-γ). 
Όμως ΙΓ) -Π-γ)Ξξ ΠΥ (-γ)) Ξ {(0) - 0 (επειδή ένας απὀ τοὺς y, -γ θα 


είναι θετικός ἡ μηδέν) οπότε {ἔίκ -γ) Ξ ΠΧ) - Πγ).γιακάθε χ,γεξ,κ20. 


π.χ. 


Οι παρακάτω σχέσεις ισχύουν και όταν ο x είναι αρνητικός αφού τότε 


Γκ ε γ) Ξ {- (κ -υ)) Ξ -ἴί-κ -γ) Ξ- Π(-κ)- Γ(Υ)1Ξξ (κ) Πγ). 
Τέλος, έστω χε Εξ καιγΞξ κ). 
Αν υποθέσουμε ότιγ Ῥχτότε έσωζΞν-κ20. 
Έχουμε Π2) Ξ Πγ -κ)ΞΠΥ) -ἄχ)ςΈκ-γξ-7. 
Όμοια αν Υ «χτότε θέτουµεΖζξγ-κ20, οπότε 
(2) Ξ {κ -γ)Ξ (κ) -Πγ)ΞΥ-κΞ-7, 
ὑπλαδή σε κάθε περίπτώση έχουµε κάποιο 7 2 0 τέτοιο ώστε 
(ζ]--7«0. 
Όμως, αν πάρουµεωτ ψζ τότε -τ- πζ)- Πω) - Πῶγ 20, άτοπο. 
Συνεπώς, πρέπει να έχουµε Εχ)ξκγιακάθεκχεῖἩΒ. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 
Θεωρούμε 9 σηµεία στο χώρο, ανά 4 µη-συνεπίπεδα και ενώνουµε 


316 Ρωσσία (Μόσχα) 


τα σηµεία ανά δύο μεταξύ τους µε ένα ευθύγραμμο τµήµα χρώματος εἰ- 
τε κόκκινου ἡ µπ)ε ἡ χωρίς κανένα χρώμα. Να βρείτε την μικρότερη 
τιµή του π για την οποία οποτεδήποτε n ακριβώς τμήματα είναι γρωµα- 
τισµένα, το σύνολο των χρωματισμένων τμημάτων περιέχει ένα τρίγὠνο 
του οποίου οι πλευρές να ἔχουν το ίδιο χρώμα. 
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Λύση 

Για ῃ -- 32 μπορούμε να βρούμε (δες σχήμα) ἑνα χρωματισμό που να 
µην περιέχει κανένα τρίγωνο µε πλευρές του ίδιου χρώματος, 

Θα αποδείξουμε ὅτι για Ἡ -- 33 μπορούμε πάντα να βρούμε ένα µονο- 
χρωματικό τρίγωνο. 


9 
Τα ζεύγη σημείων που υπάρχουν είναι 3 | Ξ 36, οπότε υπάρχουν 3 


μη-χρώματισµένες ακμές. 

Ἔστω ΧιΧοΧι το τρίγωνο που ορίζουν. Τα υπόλοιπα 6 σηµεία θα πρέ- 
πει να είναι ενωμένα μεταξύ τους µε χρωματισµένα τµήµατα. 

Ἔστω Χ ένα απὀ αυτά τα σηµεία. Από την αρχή της περιστεροφωλιάς 
τρεις από τις 5 ακμές που περνούν απὀ το Χ θα είναι του ίδιου χρώματος. 
Ἔστῳ ότι αυτές οι ακμές είναι οι ΧΑ, ΧΑ., ΧΑ: και ότι είναι κόκκινες. Αν 
µία από τις ΑΙ Α.2, Α2Α1, Αι Ας εἶναι κόκκινη τότε έχουµε ένα κκκινο τρί- 
γώνο. Αν, αντίθετα, όλες οι ΑΙΑ;., Α2Α:, ΑΙ Α: είναι µπλε τότε σχηματίζεται 
το μπλε τρίγωνο ΑΙΑ2Α1. 

Άρα για η - 33 θα υπάρχει πάντα ένα μονοχρωματικό τρίγώὠνο, οπότε η 
ζητούµενη τιµή είναι η 32, 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 

Έστω µία ευθεία επου εφάπτεται σε έναν κύκλο C, και ἑνα σηµείο 
Μ πάνω στην ε. Να βρεθεί ο γεώμετρικός τόπος όλων των σημείων Ρ 
του επιπέδου για τα οποία υπάρχουν σηµεία ϱ, ᾱ στην ετα οποία να ι- 
σαπέχουν από το M, και ο 6 να είναι εγγεγραμμένος στο τρίγώνο ΡΟΗ. 


Λύση 
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Έστω Ο το κέντρο του Ο, Χ το σηµείο επαφής του « µε την ε και ἑστω 
ότιη ΧΟ τέμνει τον { ξανά στο Ζ. 

Παίρνουμε σηµείο Υ πάνω στην ΟΚ έτσι ώστε το Μ να είναι µέσο του 
ΧΥ. Ο ζητούμενος τόπος είναι µία ηµιευθεία Zt πάνω στην Υ7, που ξεκινά 
από το Ζ και δεν περνά από το Υ, εκτός απὀ την αρχή της 7. 

Έστω ϱ’ ο κύκλος που βρίσκεται σε διαφορετικό ημιεπίπεδο ὡς προς 
την ε απὀ αυτό του κύκλου Ο και εφάπτεται στα τμήματα ΟΕ και τις ευθείες 
Ρο, ΟΚ. 

Έστω Υ΄ το σηµείο επαφήςτου  µετην ΟΚ. 

Αν θεωρήσουμε οµοιοθεσία µε κέντρο Ρ και λόγο ο. τότε ο κύκλος 


΄ 


Ο μετασχηματίζεται στο ϱ’, η εφαπτόµενη του « στο Ζ μετασχηματίζεται 
στην ΟΕ, οπότε και το Ζ μεταφέρεται στο Υ΄. Όμως προφανώς έχουµε 
ΟΧΞΕΥ΄. Από την ομοιότητα των τριγώνων ΟΥ Ο΄ και ΟΧΟ έχουμε 
ΟΥ ΟΧ : | ΚΧΟ ., «χ ΟΎ΄ 
— Εξ σμωα βΩΡ) (ΟΥ Ὁ ΤΡΩΩΝ ο ανυμν αν το ὁ 

ΥΟ Χο OVR χο VR 
(v)I)(GX)OS)S (ΕΧ)(ΥΈ) οπότε ΟΧ Ξ ΚΥ΄ και το σηµείο 
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Υ΄᾿ ταυτίζεται µε το Υ. Ὁμως τότε το Ρ ανήκει στην ηµιευθεία που προανα- 


φέραμε. Αντίστροφα, οποιοδήποτε σηµείο Ρ της ηµιευθείας οδηγεί στην |- 
σύτητα ΟΧ - ΚΥ και αφού το Μ είναι το µέσο της ΧΥ, θα είναι και το μέ- 


σο της ΟΝ, οπότε ο τόπος είναι ολόκληρη η ηµιευθεία, εκτός της αρχής Ζ. 


2 "τρόπος 





ΧΜΥ 
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Έστω Ρ τυχόν σηµείο του τόπου. Ο κύκλος C. η ευθεία ε και το σηµείο 
επαφής Χ είναι δεδοµένα. Τότε οι ἐφαπτομένες απὀ το Ῥ προς τον κύκλος 
θα τέµνουν την ευθεία ε στα σηµεία Ο, Ε έτσι ώστε το σηµείο Μ να είναι 
μέσον του ΟΕ. Αν Ζ είναι το αντιδιαµετρικό σηµείο του X, τότε η εφαπτο- 


µένη του {« στο Ζ. έστω ε΄, θᾳ είναι παράλληλη προς την ε και θα τέμνει τις 
ΡΟ, ΡΕ στα σηµεία Ρ΄, Ο’, αντιστοίχῶς. Αν η Ρ2 τέμνει την εστο σηµείο Υ, 
τότε τα τρίγώνα ΡΥΕ και ΡΖΚ΄ είναι όμοια µε λόγο ομοιότητας 


— πο 


όπου ϱΞΟΝΧ, 2τ-ΡΟ ΟΚ ΓΕΡ και υ εἶναι το ύψος του τριγώνου 
ΡΟΚ απὀ την κορυφή Ρ. Επομένως θα έχουµε 
ΥΕ ΞλΖΕΚ΄ΞλΕΑΚΞΛλ(ΡΕΚ-Ρκ΄- ΚΚ) ή 


ΥΚ -λΡκ -ΡΕ --λ(τ-ΡΟ) 
Ξ(λ 1}. -λ(τ-ϱο0) 
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) σα] 9 


Ξς-ρκ. 


Όμως είναι και ΟΧ Ξτ- ΡΕ. οπότε θα είναι και ΥΕ ΞΟΧ. Επειδή το 
Μ είναι μέσον του ΟΚ. θα έχουµε ὅτι: 


ΜΥΞΜΕ-ΥΕΞΜΟ-ΟΧΞΧΜ, 








οπότε το σηµείο Υ είναι συμμετρικό του σημείου επαφής Χ ὠςπρος το Μ. 

Επομένως το σηµείο Ρ ανήκει στην ημιευθεία Zt µε αρχή το σηµείο ὅ, 
η οποία ανήκει στην ευθεία ΖΥ και δεν περιέχει το Υ. Επίσης εξαιρείται και 
η αρχή της ηµιευθείας. 

Για το αντίστροφο θεωρούμε τυχόν σηµείο της ηµιευθείας Ζι απὀ το ο- 
ποίο οἱ εφαπτόµενες προς τον κύκλο Ce τέµνουν την ευθεία ε στα Οϱ και Κ. 
Τότε εύκολα αποδεικνύεται ότι ΥΚΞΟΧ., οπότε µε την υπόθεση 
ΜΝΧ - ΜΥ, προκύπτει ὁτιτο Μ είναι μέσον του ΟΚ. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 

Έστω 5 ένα πεπερασμένο σύνολο σημείων στον τρισδιάστατο χώρο. 
Έστω ὃς, ὃν, 8, τα σύνολα που αποτελούνται από τις ορθογώνιες προβο- 
ο ς τῶν σηµείῶν του S στα επίπεδα 7, 7κ, xy αντίστοιχα. Χα αποδείξετε 


5 5 ῥ «Ιδ.[:[5,[-18,],όπου το Al συμβολίζει τον αριθµό των σημείων 
του συνόλου ΛΑ. 


(Η ορθογώνια προβολή ενός σημείου σε ἑνα επίπεδο είναι το ἔχνος 
της καθέτου από το σηµείο στο επίπεδο). 


Λύση 

Θεωρούμε τα σύνολα: 
(κ) Ξ {(. 2) ἡ (κ. γ, 2) Ε 9) 
S0 - 126. 7) ε 8γ] 
5(κ)Ξ (Υ{ (κ. γ) ε 51) 


Για καθεμιά από τις χ-συντεταγμένες τῶν σημείων του S ισχύει απὀ τον 
ορισμό ότι δ(κ) ς 5. και δ(Χ)ςς ΒγίΧχ) : δήΧ) οπότε και 


5(κ) 5.1.5) 1 δα)! -[5)| 
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Ἂρα έχουµε; 
ΠΣΕ ΛΣ ΡΗΤΗ 


Ξνδ- ὸ νσκ)- [δις ψ[Σ.]. [2 [δήκ), | 5.) 


ΥΣ ΝΙΣΙ ΥΙ5ή. 


συνεπώς /5δβς[5.[. [5Υ]- [ει 


ΠΡΟΒΛΗΜΑΛό 

Για κάθε θετικό ακέραιο n, ορίζουμε 5(η) ὡς τον μεγαλύτερο ακέ- 
puio για τον οποίο για κάθε θετικό ακέραιο KSS(n), ο αριθµός π; 
µπορεί να γραφεί ὡς άθροισµα Κ θετικών τετραγώνων. 

(α) Χα αποδείξετε ότι (η) π” --14 γιακάθεη24. 

(β) Χα βρείτε έναν ακέραιο για τον οποίο 5(π) ΞΠ᾽ --14. 


(Ὢ Χα αποδείξετε ότι υπάρχουν άπειροι ακέραιοι η τέτοιοι ώστε 
5(η)- π) --14. 


Λύση 
(α)Έστω Ν -π᾽, Ὑποθέτουμε ὅτι μπορούμε να γράψουμε τον Ν ὡς ἆ- 
θροισµα N-IZ τετραγώνων. 
Ἔστω κι, Χ.,Χε, ... to πλήθος των 4, των 9, των Ι6, κλπ. στη γραφή 
του Ν, Τότε πρέπει 
|3- Ἆχι «δα, ἰδχι---'- 


συνεπώς χι -χιΞ-'''ΙΞ0θ, δηλαδή 13-32κι-δχι, αδύνατο, οπότε 
(η) επ΄ --Ι4. 
΄ ο ο 3 . 
(β)Έχουμε 13 — —— δηλαδή 
33 φορές 


άθροισμα 155 --13΄ --Ι4 τετραγώνων. Για τους αριθμούς Κ«Ιδ5δ µε 
ΚΞ 2(πιοΆ 3), μπορούμε να εκφράσουµε το 13 ὡς άθροισµα Κ τετραγώ- 
vov αντικαθιστώντας τέσσερα ψηφία l µε ένα 4, π.χ. για Κ- 152: 
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ἰόθ- 4-4 4-1 ----'-Εἶ 
— — 
[35 φορες 
έωςτον αριθµό ΚΞΦΙ’ 
Ι60- 4 4 4 4444 
— wt — t 
ἀοφορός 
Στη συνέχεια αντικαθιστώντας τέσσερα ψηφία 4 µε ένα 16 έχουμε τις 
περιπτώσεις ΚΞ2/(πιοά 3) µε ΚΞ3δ,35.... ΤΙ. π.χ.για ΚΞ1Ι είναι 


169 9 416 416 416 


ΙΟφορές 
Τέλος έχουµε: 
κ:δ; 169 29 464 4160 F16 4 416 
φορές 


κ:5: 16929464 4 64 4 164 16 
κΞ2: 1692144 4 25. 
Για τους αριθμούς Κ«Ι55 µε SI(mod 3), ξεκινούµε µε το άθροι- 


σµα: Ι69- 44-44 4 
149 φορές 
που δίνει την περίπτωση ΚΞΙ54. 
Αντικαθιστώντας τα ψηφία ὅπως προηγουμένως παίρνουμε τις περι- 
πτώσεις ΚΞ!Ι5Ι. 145, .... 7. όπου π.χ, για κ- 7 έχουμε 


Ιόθ- 64-64 -ε]ό-16-- 44 44 1. 
Τέλος για ΚΞ4 έχουμε 
169 -- 107 «8 2” !’. 
Για K-ISS µε κΞθ(πιοά 3) ξεκινούµε απὀ το άθροισμα 


169 z9 49 414141 
— — 
Ι51φορές 


που αντιστοιχείσε ΚΞΙ53. Εργαζόµαστε ὅπως προηγουμένως παίρνοντας 
τα αθροίσµαταγια κΞ1Ι50, 141, ... 9, ὅπου για Κ-9 έχουµε 


Ιό90- 64464 4 1649 κο 4 ΤΕ. 
Τέλος έχουµε: 
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κ-ό: 169212 1 «22 «22.22.22 
κ-3: 169 12 442 432 


Άρα μπορούμε να γράψουμε τον 132 -Ι69 ὡς άθροισμα Κ τετραγώνων 
για κάθε ΚΞΙ55--Ι3---Ι4. 

(γ}θα αποδείξουμε ότι 513) 132 14 για κάθε ακέραιο Ρ21. 

Για Ρ- 1! ισχύει απὀ το (β). 

Υποθέτουμε ὅτι ισχύει για κάθε ρ321, δηλαδή μπορούμε να γράψουμε 
τον 13” ὡς άθροισμα Κ τετραγώνων για κάθε ΚΞΙ,2....Ι13737 --14. 

Θεωρούμετον η Ξ 13/1. 

Επειδή 3117-1113”, μπορούμε να γράψουμε τον 13113 ὡς ἆ- 
θροισµα Κ τετραγώνων όπου κ -ιΙ. ——— 14)68* - 4). 


Επίσης, ο 13: γράφεται ὡς άθροισµα 137777 --14 τετραγώνων αφού 
131103 9 41-41 --Ι----- ΕΙ 
ι11711-.11 φορές 
Αντικαθιστώντας τα ψηφία 1, 4. όπως στο (β) μπορούμε να γράψουμε 
εκφράσεις για τον 137 για ΚΞ ΙΔ --14. 13112 -.13..., έως τουλάχι- 


.. | 
ον ν 
2 
—— 
Αρκεί να αποδείξουµε oti «(1 14)13⸗ -14). 
Πράγματι, έχουμε; 


(1.0 -14 (11) -14]- 31012. 14325 4155) 513212... |1.85 


ο ο... 











καιτο ζητούμενο έχει αποδειχθεί, 


Τόπος Διοργάνώσης: 
Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: 
Συμμετοχή: 

Νέες Συμμετοχές: 


Μέγιστη Βαθμολογία: 


Οι δ πρώτες χώρες: 


Η Ελληνική ομάδα: 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 


41 ΝΤ ΝΗΤΟΝΗΙ 
κε κλη ΚΑ, Οἱ) λλὸ 





στα ως τν... 
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Τουρκία (Κωνσταντινούπολη) 

Α. Askur (Παν/μιο Κωὠν/λης) 

73 χώρες µε 6 το πολύ µαθητές η καθεµία 
Αλβανία, Αρμενία, Αζερμπαϊτζαν, Βοσνία- 
Ερζεγοβίνη, Λευκορωσσία, Εσθονία, Γεωρ- 
γία, Κροατία, Καζακστάν, Κιργιστάν, Λι- 
θουανία, Λεττονία, Μολδαβία, ΠΓΔΜ, 
Σλοβενία, Τουεκμενιστάν, Ουκρανία 

432 βαθμοί ανἁ μαθητή 

Κίνα (215), Γερμανία (159), Βουλγαρία 
(178), Ρωσσία (177], Ταϊβάν (162). Ἱράν 
(153), Η.Π.Α. (151), Ουγγαρία (143). 

Δεν πήρε µέρος 


Ἔστω { (κ) Ξ κ" αδχ"] «3, όπου πΣ 1 είναι ένας ακέραιος, Να α- 


ποδείξετε ότι το Ε(χ) δεν µπορεί να εκφραστεί ὡς γινόμενο δύο µη 
σταθερών πολυὠνύμῶν µε ακέραιους συντελεστές, 


Λύση: 


Έστω Γ(χ) (κ! .δ. ΙΧ 


* Εθξαμκ 3) (κ) ὃς μὖ ΕΕ .1). 


Θα δείξουμε ὅτι όλα τα αι, πρέπει να διαιρούνται µε το 3. 
Καταρχήν παρατηρούμε ότι 22,522, αφού αν τΞ1 ἡ 51 θα είχα- 
µετιςρίζες χΞ-ᾖή x-l, αντίστοιχα, που εἶναι αδύνατο. 
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Επειδή τ«π--1., όλοι οἱ συντελεστές των κ. Χ΄....,Χ' στο Γ(χ) είναι 
μηδέν, άρα αι Γ3διΞ0Ξ.αι Ξ πολ. (3) κλπ., ἆρα όλοι οι αι, ἃλ,..., ἃς εἷ- 
ναι πολλαπλάσια του 3. Τότε για το αιιι έχουµε; 


5 ον 5-Ιξδιςὶ, το μι είναι γραμμικός συνδυασμός των 
8ι. ἃγειις ιν. Όμμ, ἆρα εἶναι πολλαπλάσιο του 3. 


9» αν σ-ΙςσικΙ, το μι εἶνι γραμμικός συνδυασμός των 
δι. ἃλ,...ν ἂν, ἄρα πολλαπλάσιο του 3. 


Επαγωγικά, καταλήγουμε ότι όλα τα ἃ, πρέπει να είναι πολλαπλάσια 
του 3, 

Ο συντελεστής του κ΄ είναι 0 στο Γ(κ}, όµως είναι πολ. (3) ΕΙ στο 
γινόμενο, οπότε καταλήγουμε σε άτοπο. 

Συνεπώς η γραφή του πολυωνύμµου ὡς γινόμενο δύο µη σταθερών πο- 
λυωνύµων δεν είναι δυνατή. Στο ίδιο συμπέρασμα καταλήγουμε αν θεωρή- 
σουµε τη γραφή: 


(κ) (κ πω η. 3)6⸗ bA x.-4 bix -α]. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 
.,. Έστω 9) εσωτερικό σηµείο οξυγώνιου τριγώνου ABC τέτοιο ὥστε 
ΑΡΗΕΞΑ(ΕΒ ο" καιλς  ΕΡΞΑΡ.Ης. 


ΑΒ (9) 
Ας ΒΡ᾽ 


(β) Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόµενες στο ς τών κύκλων (Α, ο, D 
και(Β, C. D είναι κάθετες, 


(α) Να προσδιορίσετετο λόγο” 


Λύση 
Ἕστω Β΄ το σηµείο γιατο οποίο(Β Ξ0Β᾽,.ΒςΒ’΄Ξ 00” καιτο Β΄ είναι 
στην αντίθετη πλευρά της BC απὀ ότιτο Α. 
Τα τρίγῶνα ADB και ΑςΒ΄ είναι όμοια, καθώς καιτα ΏΑΟ και ΒΑΒ’. 
Συνεπώς, έχουμε 
ΑΒ ΑΒ, ο ΒΒ’ ΑΒ(«Ώ ΒΒ᾽ * 


ΒΡ Βσ Ας αμ’ οπότε 
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Ἕστω ΧΡ η εφαπτομένη του κύκλου (Α, Ὁ, Ο) στο Ὦ έτσι ώστεη ΧΡ 


να είναι στο εσωτερικό της ADB. Όμοια παίρνουµε VD εφαπτομένη του (Β, 
D. 0) στο, 


Σχήµα 113 


Ἔχουμε ΑΡΧ Ξ ΑΡ, ΒΡΥ Ξ BCD., οπύτε θα είναι ΑΡΧ  ΒΡΥ Ξ ΑΟΒ 
και ΧΟΥΞ ΑΡΒ -(ΑΡΧ ΕΒΡΥ)Ξ ΑΡΒ - ΑΒ - 00”, δηλαδή οι εφαπτόµε- 
νες των κύκλων στο Ὦ είναι κάθετες, οπότε το ίδιο θα είναι και οἱ εφαπτόμενες 
των κύκλων στο. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Σε µια άπειρη σκακιέρα παίζουμε το εξής παιχνίδι: Στην αρχή nꝰ 
πιόνια τοποθετούνται σε µία πΧπ περιοχή της σκακιέρας, ἑνα πιόνι σε 
κάθε τετράγώνο. πια κίνηση του παιχνιδιού είναι ένα οριζόντιο ή κα- 
τακόρυφο πήδηµα πάνω απὀ ένα γειτονικό πιόνι σε ένα µη κατειληµένο 
τετράγώνο αµέσως δίπλα. Το πιόνι πάνω από το οποίο πέρασε το πρώτο 


αφαιρείται. Χα βρείτε όλες τις τιµές του π για τις οποίες το παιχνίδι 
µπορεί να τελειώσει µε ένα µόνο πιόνι στη σκακιέρα. 


Λύση: 

Το παιχνίδι τελειώνει µε ένα πιόνι αν καιµόνοαν ηΞ2,ΠΞ4 ήοπ δεν 
εἶναι πολλαπλάσιο του 3. 

Για ηΞ2: 


146 Τουρκία (Κωνσταντινούπολη) 


—— 


καιγια ηΞ 4: 








Για την γενική περίπτωση, παρατηρούμε ότι η παρακάτω κίνηση αφαι- 
ρεί 3 γειτονικά πιόνια, δεδομένου ότι υπάρχουν πιόνια πίσω τους; 
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-ΦΑδοςωκλό üüüͤ 


ασ εἰ η | 
ο η {| με]. 
ο Εν 


Με αυτόν τον τρόπο μπορούμε να µετατρέψουµε ένα (τΆ)κς ορθο- 
γώνιο σε ένα rxs ορθογώνιο: 


σσ ΗΕ  ] Γή 
ο ο ος ο Ἱ. [ο]. 
ο ο αμ τικ 1 
ο πε 
ΜΕ Μι. 
ΜΟΙ 


Συνεπώς ένα τετράγώνο µε πλευρά Ἀπι-2 µπορεί να μετατραπεί σε έ- 
να (2πι2)Χ2 ορθογώνιο, Στη συνέχεια αφαιρούμε ένα 2Χ2 τετράγωνο 
στην άκρη του ορθογωνίου; 


σα η 
ΩΩ ΒΙΟ Ω ΕΙΝ Ο Γ 
ΕΙ ΕΕ ΕΕ νι” 


και κατόπιν μπορούμε να ελαττώσουµε την πλευρά του ορθογωνίου κατά 3 


Ως εξ 


ής: 

ει η μα η κ 
με οἱ ση [εί | 
αν νι πώ η να 


ας 
——— 
δα τω ντε 


Επαναλαμβάνοντας αυτή τη διαδικασία ελαττώνουµε τις «στήλες» του 
ορθογωνίου κατά 3 κάθε φορά αφήνοντας µόνο ένα πιόνι στο τέλος, 
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Στην περίπτωση που το τετράγωνο έχει πλευρά Ἀπι Εἶ μπορούμε να 
χρησιμοποιήσουμε την παρακάτω τεχνική και να το µετατρέψουµε σε ένα 
AXſ τετράγώνο και ὑστερα να χρησιμοποιήσουμε τη λύση για το 4Χ4 τε- 
τράγώνο. 

Μένει να αποδείξουµε ότι αν η πλευρά είναι ίση µε Ἅπι τότε δεν υπάρ- 
χει λύση. 

Χρωματίζουμε τη σκακιέρα µε τρία χρώματα, ἁσπρο, πράσινο, κόκκινο 
εναλλάξ ὡς εξής: 





Eotœo ὅτι το τελευταίο πιόνι είναι σε κόκκινο τετράγωνο, και ἑστω Α, 
Β, 6 οι κινήσεις σε κόκκινο, άσπρο, πράσινο τετράγώνο αντίστοιχα. Μία 
κίνηση σε κόκκινο τετράγωνο αυξάνει κατά 1 το πλήθος τῶν «κόκκινων» 
πιονιών και μειώνει κατά 1 το πλήθος των «ἀσπρων» και «πράσινων» πιο- 
νιών, κλπ.. 

Ἔστω ότι η πλευρά του τετραγώνου είναι η Ξ Ἅπι. Αρχικά υπάρχουν 


Άπι΄ πιόνια σε κόκκινα, άσπρα και πράσινα τετράγωνα, συνεπώς: 


-ΑΒ0- πι: --ἰ, Α-Β:-σ-λπι, A4àB- σ- ἆπι 


Λύνοντας το σύστηµα έχουµε A— ἃπα”, Β -- Ο-- Ἀπι” - .άτοπο, αφού 


οι A. B. C πρέπει να είναι ακέραιοι. Συνεπώς το ζητούμενο δε γίνεται για 
πΞ Ἅπι. 


ΠΡΟΒΛΗΛΝΙΑ 4 
Για κάθε τρία σηµεία P, Ο, Ε του επιπέδου ορίζουµε ὡς m(POR) 


το μήκος του μικρότερου από τα τρία ύψη του τριγώνου ΡΟ ΓΕ ή ϐ αν τα 
σηµεία είναι συνενυθειακά. Να αποδείξετε ότι για οποιαδήποτε σηµεία 
Α. B. C. Χ ισχύει 


ΠΙ(ΑΒΟ)ς πι(ΛΕΧ) ΑΕ πι(ΑΧΟ) πι(ΧΗΟ). 
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Λύση: 
Έχουμε προφανώς ότι πι(ΛΒ(]- 
γαλύτερης πλευράςτου ΑΒΟ. 





2(ΑΒΟ) 
[ 


. όπου ἑ το µήκος της µε- 


(αἵΕστω ότιτο Χ είναι στο εσωτερικό του ΑΒΟ. 
Έχουμε (ΑΒΟ)Ξ(ΑΒΧ)4(ΑΧΟ)3(ΧΒΕ), οπότε 
2(ΑΒΧ] ο, 2(ΑΧ6) ς 2(ΧΒΟ) 
ῄ ῄ / 
του ABC. Έστω ᾳ, n. p οι μεγαλύτερες πλευρές των τριγώνων ABX. AXC. 
ΧΒΕς αντίστοιχα. Τότε προφανώς α ςέ,αξέ,ρς 6, οπότε 
2(ΑΒΧ) τ 2(ΑΧΟ) . 2(ΧΒΟ) 
η η Ρ 
ἡ πι(ΑΒΟ) πι(ΑΒΧ)πι(ΑΧΟ)πι(ΧΕς). 


πι(βΒς)Ξ . όπου ἕ η μεγαλύτερη πλευρά 


π(ΑΒς)ς 


(β)} Έστω ὅτι το Χ βρίσκεται στο εξωτερικό του Χ και ότι ένα απὀ τα 
τμήματα ΧΑ, ΧΒ, Χς τέμνει τα τμήματα Β6, Ας, ΑΒ αντίστοιχα, ἑστω ότι 
τέμνει το BC στο Υ (σχήμα 1). Τότε έχουµε: 


πΙ(ΑΒΧ)πιιΑΧΟ) πι(ΧΒΟ) Σπι(ΑΒΥ) Επι(ΑΥΟ) Επι(ΥΒΟ) Σπι(ΑΒΟ). 


(Υ) Ἑστω ὅτι κανένα απὀ τα τρία ζεύγη ευθυγράµµων τμηµάτωώων του (p) 
δεν τέμνονται. Τότε ἑνα απὀ τα σηµεία Α, Β, C θα είναι στο εσωτερικό του 
τριγώνου XBC. XAC. ΧΑΒ αντίστοιχα, ἑστω ὅτι είναι το C (σχήμα 2). Ἑ- 
χουμε 

ΠΙ(ΑΒΧ)πΙ(ΑΧΟ) ΑΓ ΠΙ(ΧΒΟ)Σ πι(ΑΒΧ)Σπι(ΑΒΕΟ). 


Ἆρα σε κάθε περίπτώὠση το ζητούμενο ισχύει, 
Β 


ο x 
Σχήµα 114 (1) Σχήµα 114 (18) 


150 Τουρκία (Κωνσταντινούπολη) 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 
Υπάρχει συνάρτηση Ε.Π) -» τέτοια ώστε {[(1)-2, 
Γ(Ε (α)) -- ἔ (πα) για κάθε η και { (1) «Γ(α- 1) για κάθε η; 


Λύση: 
Η απάντηση είναι ναι. 
Ἔστω ηΞ Σαξ η γραφή του αριθμού π στην µορφή Εἰδοπασοί, δη- 


το. 
λαδή α.Ξ0 ἡ 1 για τ20, Ε. είναι ο τ-στός αριθμός Fibonacci δηλαδή 
ΕΒΕ ΞΙ. Ε; ΞΙ. Ει-2.Ει- 3, Ες - 5, κλπ. και αν αι Ξ]Ι για κάποιο Κ τότε 
ἃ | ᾶκΞ-0. Κάθε φυσικός έχει μοναδικό τρόπο γραφής σε αυτή τη 
µορφή. Μία συνάρτηση που ικανοποιεί τα ζητούμενα είναι η 
[ (η ) α. —R d, Εμ 
22 
αφού για κάθε 21 έχουμε 


{({ (η) -- ὃ α,Ε.,, και 


22 


{(π) της δα Εμ λα Ε 5 ὸα,(ΕΕ) -Ὁ α,Ε., 
(22 ο. [22 [2 
γιακάθεη»Ι. 


Επίσης ισχύει ΤΞ1:Ε,. οπότε {(1)51:Ει-2 και η συνάρτηση είναι 
γνησίως αύξουσα, αφού αν, ΧΞ ὁ χΕ .ΥΞξ ὃ ΥΕ, τότε κ Σ Υ αν και µό- 
22 22 


νο αν ν — 2. γ.2 το οποίο ισχύει αν, και µόνο αν, 


[ο 2. 
22 Χ2Σ2Σ ΥΣ ΦΟΣ ΧΙ ΣΥ 9 κΕιΣ γΕη ε[(κ)»1(Υ). 
2 [2 22 22 (2 γα 
ΠΡΟΒΛΗΜΑό 


Έχουμε π 2 1 λάμπες  ῃ. Ἐν γε... Ἐν σε ένα κύκλο. Θεωρούμε ότι 
LA σηµαίνει L- Κάθε λάμπα είναι είτε αναμμµένη είτε σβηστή. Εκτε- 
λούμµε τα βήματα ρ,δ.... ὡς εξής: 

Στο βήμα δι. αν η λάμπα ., ι είναι αναμµένη, τότε ανάβουµε τη 
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λάμπα Ἰ., αν είναι σβηστή και αντίστροφα, διαφορετικά δεν κάνουμε 
τίποτε. Να αποδείξετε ότι; 


(α) Υπάρχει κάποιος θετικός ακέραιος Mn) τέτοιος ώστε µετά απὀ 
Μ(π) βήματα όλες οι λάμπες είναι ξανά αναμµένες, 
(β)Αν η - 2", τότε ένας πιθανός Μ (η) είναιο π) --ᾱ. 


(Υ)Αν ῃ -- 23 1. τότε ένας πιθανός Μ(Π) είναιο π) -πς]. 


Λύση: 

(α)Καταρχήν παρατηρούμε ὅτι η διαδικασία δεν γίνεται να τελειώσει, 
δηλαδή σε κάποιο βήµα όλες οι λάµπες να είναι σβηστές, 

Αν συνέβαινε κάτι τέτοιο, στο προτελευταίο βήμα µία µόνο λάμπα θα 
έπρεπε να είναι αναμµένη, ὁμῶς τότε το τελευταίο βήµα δεν θα την έσβηνε 
αφού η γειτονικές της λάμπες είναι σβηστές, 

Ακόμα επειδή κάθε βήµα προσδιορίζεται αποκλειστικά και µόνο από το 
προηγούμενο βήμα και υπάρχει πεπερασµένος αριθµός καταστάσεων 2", 
αφού έχουµε π διαφορετικές λάμπες σε κύκλα και καθεμία είναι αναμµένη ή 
σβηστή) η ακολουθία των καταστάσεων των λαμπών να επαναλαμβάνεται 
περιοδικά από ένα σηµείο και µετά. 

Για να αποδείξουμε ὅτι η διαδικασία εἶναι περιοδική από την αρχή, ας 
υποθέσουμε αντίθετα ότι υπάρχει µία αρχική ακολουθία βημάτων 1, 2....., Κ 
και απὀ εκεί και ὑστερα η ακολουθία γίνεται περιοδική, ξαναγυρίζοντας 
κάποτε στο Κ. Όμως τότε η κατάσταση ΚΙ θα είχε δύο διαφορετικές 
προηγούμενες καταστάσεις, αδύνατο αφού απὀ κάποια κατάσταση μπορού- 
με να βρούμε την προηγούμενή της µε μοναδικό τρόπο. 

(β)Παρατηρούμε ότι στην πρώτη «κίνηση» της λάµπας ῃπ-2, η λάµπα 
θα σβήσει και θα παραμείνει σβηστή έως ότου κάθε λάμπα να έχει κάνει 
π--ἶΙ «κινήσεις». 

Συνεπώς για τις π--Ι πρώτες κινήσεις τῆς λάµπας ῃπ--ἶ, η λάµπα δεν 
επηρεάζεται και διατηρεί την αρχική τὴς κατάσταση. Αφού κάθε λάμπα έχει 
κάνει η --ἶ κινήσεις, όλες οι λάμπες l έως π--2 είναι σβηστές, Τέλος στις 
επόµενες π--ἶ κινήσεις οι λάμπες l έως Ππ--2 ανάβουν, άρα όλες οι λάµπες 
είναι ξανά αναμµένες, Θα αποδείξουµε µε επαγωγή ότι τα παραπάνω ισχύ- 
ουν για κάθε η- 2”. Για Κ-:2 είναι προφανές. Υποθέτουμε ότι ισχύει για 
π Ξ 25 και θεωρούμε ότι έχουµε 2η -- 2Η": λάμπες. 

Για τις πρώτες π--ἶ κινήσεις κάθε λάµπας, οἱ n λάμπες στα αριστερά 
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και οἱ η λάμπες στα δεξιά είναι ουσιαστικά απομονώμένες, ενώ οι λάμπες 
η--1 και 2η --] είναι αναμµένες. Το γεγονός ὅτι η λάμπα 2η --Ι είναι α- 
ναμµένη σηµαίνει ότι οι λάμπες 0 έως π--2 είναι στην ἴδια κατάσταση µε 
όταν είχαµε µόνο n λάμπες, και το ίδιο ισχύει για την λάμπα ῃ--Ἱ. και τις 
λάμπες η έως 2Π--2. Συνεπώς, µετά απὀ ῃ--] κινήσεις κάθε λάµπας όλες 
οι λάμπες είναι σβηστές εκτός απὀ τις η --] και 2η --]. Στις επόμενες η κι- 
νήσεις οι λάμπες l έως π--2 ανάβουν, η λάµπα π--ἶ σβήνει, οι λάμπες ῃ 
έως 2π--2 παραμένουν σβηστές και η λάμπα 2η -] παραμένει αναμμµένη. 
Στις επόμενες ῃ--] κινήσεις, η λάµπα π--Ι δεν επηρεάζεται οπότε παρα- 
μένει σβηστή. Συνεπώς όλες οι λάμπες n ἑως 2η --2 παραμένουν σβηστές 
και η λάµπα 2η --Ι αναμµένη. 

Οι λάµπες 0 έως π--2 ακολουθούν την ἴδια ακολουθία όπως όταν σε 
ένα σύνολο η λαμπών, άρα µετά απὀ ῃπ--ἰ κινήσεις κάθε λάμπας όλες οι 
λάμπες είναι σβηστές εκτός απὀ την 2η --. Τέλος στις επόμενες 2η --Ι κι- 
νήσεις οι λάμπες ϱ έως 2η --2 ανάβουν και τελειώνει η επαγωγή. 

Μετρώντας τις κινήσεις, έχουµε ῃ --| οµάδες απὀ η κινήσεις, ακολου- 
θούμενες από π --Ἱ κινήσεις, δηλαδή συνολικά ῃ΄ --ἰ κινήσεις. 

(Θα δείξουμε µε επαγωγή στον αριθµό των κινήσεων ότι για 
ΠΞ 2Σ ΕΙ λάμπες ότι αν κάθε λάμπα έχει κάνει πι κινήσεις, η λάμπα 132 
είναι στην ἴδια κατάσταση µε την λάμπα { ενώ κάθε λάμπα έχει κάνει m κι- 
νήσεις σε ένα σύνολο από ῃ-ἰ-- 28 λάμπες, όπου .ἰΞ0,.1.2....,2- --. 
Παρατηρούμε ότι αυτό ισχύει για πι]. αφού και στις δύο περιπτώσεις οι 
περιττές λάμπες είναι αναμμµένες και οι άρτιες είναι σβηστές. Ὑποθέτουμε 
ότι ισχύει για τυχαίο πι, Ἡ λάμπα 2 είναι στην ίδια κατάσταση µε την λάμπα 
0 στην δεύτερη περίπτωση και οι δύο αλλάζουν κατάσταση αφού οι προη- 
ούμενες λάμπες τους είναι αναμµένες. Συνεπώς οι λάμπες 3 έως Π--Ι συ- 
µπεριφέρονται το ίδιο µε τις λάμπες | έως η --3 της δεύτερης περίπτωσης. 
Συνεπώς η λάμπα ῃ -ἶ παραμένει σβηστή, άρα η λάμπα 0 δεν αλλάζει κατά 
την (πι. 1) κίνησή της, και παραμένει σβηστή, οπότε η λάμπα 1 δεν αλλά- 
ζει κατάσταση στην (πι 1) κίνησή της, παραμένοντας αναμμµένη, κλπ.͵ και 
η επαγωγή σταματά ὅταν η λάµπα ῃ--2 αλλάζει στην π-οστή κίνησή της 
στην δεύτερη περίπτωση. Έτσι µετά από ῃπ--2 κινήσεις κάθε λάµπας όλες 
είναι σβηστές εκτός απὀ την |. Στις επόμενες 2 κινήσεις δεν γίνεται τίποτε, 
ενώ στις επόμενες π--Ι οι λάμπες 2 έως π--] και 0 ανάβουν, δηλαδή όλες 
οἱ λάµπες ξανανάβουν µετά απὀ (η -- 2n*n*1 n?41 κινήσεις, 
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Τόπος Διοργάνώσης: Χονγκ - Κονγκ 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: Κα -- Ping Shum (Παν/μιο Χονγκ - Κονγκ) 
Συμμετοχή: 69 χώρες µε 6 το πολύ µαθητές η καθεµία 
Νέες Συμμετοχές: Χιλή 

Μέγιστη Βαθμολογία: 42 βαθμοί ανά μαθητή 

Οι δ πρώτες χώρες: Η.Π.Α. (252), Κίνα (3229), Ῥωσσία (224) 


Βουλγαρία (223). Ουγγαρία (221). Βιετνάμ 
(2071, Ην. Βασίλειο (206), Ιράν (203) 
Η Ελληνική ομάδα: H Ελληνική ομάδα πήρε µέρος µε τους µαθητές: Τ. 
Σολιδάκη, I. Μαυροειδή, E. Ράππο, Ν. Ζύγουρα, Α. Οικονόμου και Θ. Σα- 
γκβινάτσο. Αρχηγός της ομάδας ήταν ο κ. Θεόδωρος Μπόλης και υπαρχη- 
γός ο κ. Δημήτρης Κοντογιάννης. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 
Έστω m, φυσικοί αριθμοί και Α ξ {αμαγ.... Χρ} ένα υποσύνολο 
του {1,2.3,...Π}. τέτοιο ώστε, αν αι --ᾱι Ξπ για κάποιους δείκτες , | 
με 18184m, τότε 0 αριθµός αι ται ανήκει επίσης στο A. Χα απο- 
δείξετε ότι 
8, 8 ΓΙ δι 24 
m 2 


Λύση 
Χωρίς βλάβη της Ὑενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ὁὅτι 
ἃι2422:":248μ. Θα αποδείξουμε ὅτι ἃ, Γἄρι 2ΏΙ για κάθε 
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ΙΞ1.2.... πι. Αν εἴχαμε αι μι ΞΠ για κάποιο i, τότε 
ἃ ςἩ Γρ σᾶ Γρ σς"' σι —n, 

συνεπώς οι αριθμοί αι Γρ, ἃ, ἃι Ἑδρμμι ανήκουν στο Α. 
Οι παραπάνω αριθμοί είναι { στο πλήθος και είναι όλοι µεγαλύτεροιτου αι. 
άτοπο, αφού µόνο οι αριθμοί αι, 82... Χρ. είναι μεγαλύτεροι του α,. Ἑ- 
χουμε λοιπόν 

2(8, τας Ἠ) Έρ)Ξ (8 (82 δρ) Έτ (ρ, γαι) Σπι(η 1) 
αν ιτ. τα » 2 
m 2 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

Ἔστω ABC ένα ισοσκελές τρίγώνο µε ΛΗΕΒΞ Ας. Έστω ΝΤ το µέσο 
της Β6 και Ο σηµείο της AM τέτοιο ώστε η OB να είναι κάθετη στην 
ΑΒ. Το σηµείο ϱ είναι ένα τυχαίο σηµείο της Β6 διάφορο των Β, C. και 
τα σηµεία Ε. Ε βρίσκονται στις ευθείες ΑΒ, AC αντίστοιχα. τέτοια ώστε 
τα σηµεία Ε. ο, Ἐ να είναι συνευθειακά. Χα αποδείξετε ότι 00 1 ΕΕ 
αν, καιµόνο σαν, ΟΕΞΟΓΕ. 


Λύση 





Σχήµα 115 


Έστω ὅτι 00 ΙΙ ΕΕ. Τότε τα τετράπλευρα ΒΕΟΟ, FCOO είναι εγγρά- 
Ψιμα, αφού έχουν δύο γωνίες τους ορθές. Έτσι ΟΒΟ- ΟΕΟ και 
οσο ΞΟΕΩ. Όμως απὀ το ισοσκελές ΟΒς έχουµε ΟΒΟ- ΟΟΟΦ, οπότε 
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ΟΕΩ Ξ ΟΕΟ Άρα το τρίγὠνο ΟΕΕ είναι ισοσκελές μεΟςΞ- ΟΕ. 
Αντίστροφα, έστω ότι ΟΕΞΟΕ. Αν η Ο0 δεν είναι κάθετη στην ΕΕ, 

φέρνουμε την κάθετη ΕΈ΄ | Ο0, όπου ΕΕΑΒ, ΕεΑΟ. Σύµφωνα µε τα 

προηγούμενα έχουµε ΟΕ΄ - ΟΕ΄ οπότε τα τρίγώνα ΟΕΕ΄ και ΟΕΕ΄ είναι i- 


σα. Συνεπώς οΕε΄ ΞΟΕΕ΄, δηλαδή CA ΑΒ, άτοπο. Ἆρα 00 | ΕΕ. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 
Για κάθε θετικό ακέραιο Κ. ἑστω Αι το υποσύνολο του συνόλου 


{κ 1, κ * ὃς), το οποίο αποτελείται από όλα τα στοιχεία, τα ψη- 


φία τῶν οποίῶν στο δυαδικό σύστημα περιέχουν ακριβώς τρία 1. Ἑστω 
{(Κ) το πλήθος τῶν στοιχείων του Αν. 
(α) Να αποδείξετε ότι για κάθε θετικό ακέραιο πι, η εξίσωση 
{(Κ) «πι έχει τουλάχιστον µία λύση. 
(β) Να προσδιορίσετε όλους τους θετικούς ακέραιους για τους ϱ- 
ποίους η εξίσωση Γ(κ)--πι έχει μοναδική λύση. 


Λύση 

(α) Έστω Βι το υποσύνολο του {1.2,3.....Κ], που αποτελείται απὀ όλα 
τα στοιχεία µε ακριβώς τρία l στο δυαδικό σύστημα. Έστω ϱ(Κ) το πλήθος 
των στοιχείων του Βι. Προφανώς οι Γκ) και ϱ(Κ) είναι αὖξουσες συ- 
ναρτήσεις, µε Γ(Κ)Ξ ε(2κ)--ε(κ). Συνεπώς 

(κ-)-ε(κ)Ξ-ε(2κ2)-ε(κ»1)-(ε(2κ)-ε(κ) 
Ξμ(2κ:2)]-ε(2κ)-(ε(κα!)-ε(κ) 

Συνεπώς είτε και οι δύο αριθμοί 2κ2εΕ Β.,. και ΚΕΙε Βι,ι ἡ κανέ- 
νας, δηλαδή 2Κκ4-268Β, κα ΚΑΕΙΕΒΜΙ. Ἔτσι ἐέχουμε 
[(κ-1)--Ε() 51 ἠ0 ανάλογα αν 2Κ«1εΒ1ε,2 ἡ όχι. Σε κάθε περίπτωση, 
η Γ(Κ) θα αυξηθεί κατά 1 (το πολύ) κάθε φορά. Αρκεί να αποδείξουμε ὅτι 
η {() δεν είναι φραγµένη άνω, για να αποδείξουμε ότι το πεδίο τιµών της 
Γ(Κ) είναι όλοι οἱ θετικοί ακέραιοι, και συνεπώς η εξίσωση Ε(κ)-πι έχει 
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πάντα λύση. 


Πράγματι, ισχύει ε2']- ε{2" - M, . οπότε 


(2) ες ερ) ης) 


δηλαδή η Ε (κ) δεν είναι φραγµένη άνω. 
(β) Έστω ότιη Γ(κ)- πι έχει μοναδική λύση. Τότε πρέπει 
Γ(κ.ι)]-έ(κ)5τξί(κ)-τ(κ-τ). 


Αυτό ισχύει αν και µόνο αν 2Κ ΙΕ Be ἡ ισοδύναμα αν υπάρχουν ᾱ- 
κριβώς δύο | στη δυαδική γραφή του Κ. Το ίδιο πρέπει να ισχύει για τον 
KXAI. Αυτό είναι δυνατό αν και µόνο αν το τελευταίο ψηφίο του Κ--ἶ είναι 
Ι, το προτελευταίο είναι 0 και υπάρχει ακριβώς ένα άλλο ψηφίο 1, δηλαδή 
αν ΚΞ23-2, για κάποιον ακέραιο π 22. Έχουμε 

(23 .2)- ασ." .4)--α(2" 42) 
τε τε 


Συνεπώς το σύνολο όλων των θετικών ακεραίων πα για τους οποίους η 
εξίσωση Γ(Κ)Ξ πι έχει μοναδική λύση είναι 


μὴ 


Να προσδιορίσετε όλα τα ζεύγη θετικών ακεραίων (πι) τέτοια 


3 
. να είναι ακέραιος, 
πι -- 1 








ώστε 0 αριθµός 


Λύση 
Παρατηρούμε ότι οι αριθμοί πηπ --ἰ και πι) είναι σχετικά πρώτοι, έτσι 
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το ότι ο αριθμός ππη --ἰ διαιρεί τον π᾿ 41 είναι ισοδύναμο µε τον αριθμό 
* 4 ΄ ΄ ΄ 
ππη --ἰ να διαιρεί τον πι (πα) 1/5 πι π΄ IAmꝰ41 το οποίο είναι ισοδύ- 


ναµο µε τον αριθµό ππη --] να διαιρείτον πι) 41. 
3 
n41 ] . 
Αν Π]ΞΠΛ., έχουμε — σ ΞΠ —— ο οποίος είναι ακέραιος αν και 
— n — 





μόνοαν π-2. 





Ἐστω ότιπι»π. Αν πΠΞΙ, πρέπειο 


: να είναι ακέραιος, που ισχύ- 


ειαν͵ και µόνοαν, πι-2ἠπι-Ἅ. 
Έστω ότι π22. Επειδή n Τ5 (πού η) και ππη --- --"(πιοά ), θα 


ἳ 3 
Ἡ | 41 

⸗knI για κάποιο φυσικό Κ. Όμως Κη-]« - 
πιη --] —F 





ισχύει 





-ηἩ — 


η--] 
ή (κ--ἴ)η «Ιω στ, δηλαδή ΚΞΙ, οπότε η) ΙΞ (πιη --Ι)(η --ἴ). Έχουμε 
Π -- 


. 
n* 41 


τώρα πι- Ξῃ καστ, ϱ οποίος είναι ακέραιος αν, και µόνο αν, 
Π — 





η -2 ἠ3. 
Σε κάθε περίπτωση έχουµε πΙΞ 5. Τελικά, οι λύσεις είναι οι: (2.2), 


(2.1). (411). (5.2). (5.3). (1.2). (1.3). (2.5). (3.5). 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 
Έστω 5 το σύνολο των πραγματικών αριθμών των μεγαλύτερων ή 
ίσων του --Ι. Χα βρείτε όλες τις συναρτήσεις Γ:5 -δ τέτοιες ώστε: 
(α) Ε(κ κ (ν) εκ (ν)) 5 ΥΕ (κ)- ΥΕ (κ). για κάθε χινεδ. 


{(κ) 


(β) — είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα ſ-l, ϐ) και (0, οσο}, 


Λύση 
Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει as S τέτοιο ώστε [(α)ζα. Θέτοντας 
ΧἜγτ-α στη δοθείσα σχέση έχουµε 


Za aꝰ )⸗2a 4 aꝰ. 
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Αν -ἰ«α«θ τότε -ἴςλαφα” «0 καιαν θ«α τότε θ« 2444”. Ὁ- 
ί Γ(α) t(2a κα ) 15) ) 
—— 
u 24 4 aꝰ 
στα διαστήματα (-I. O) και (0,99). Άρα το a πρέπει να είναι ίσο µε το µη- 
δέν. 

Η ύπαρξη του a εξασφαλίζεται αν θέσουμε ΧΞΥΞΟΘ στην αρχική σχέ- 
ση, οπότε έχουµε {{Γ (0)} Ξ{(0) καιτο Γ(0) είναι µια τιµή που ικανοποιεί 
τον ορισμό για το a. 

Συνεπώς η μοναδική τιµή του x για την οποία Γ(χ)-κ είναι κ5Ξ0. 

Οότοντας κΞ γ στην αρχική σχέση έχουµε 


(κ (κ) κ (κ) κ Ε(κ) ας κΓ(κ) 


άτοπο, αφού η ------ είναι γνησίως αύξουσα 


Άρα πρέπει κ { (κ) ςκ[(κ)-0 για κάθε κε δ, οπότε 
(κ) — 
κ) x- 


Με επαλήθευση διαπιστώνουμε ότι η συνάρτηση αυτή ικανοποιεί τις 
συνθήκες (α). (β) οπότε είναι η ζητούμενη συνάρτηση. 


ΠΡΟΒΛΗΝΜΛό 

Να βρείτε ένα σύνολο Α θετικών ακεραίῶν µε την εξής ιδιότητα: 
για κάθε άπειρο σύνολο 5 πρώτων αριθμών, υπάρχουν θετικοί ακέραιοι 
πΠΕΑ. ΠΕ Α καθένας από τους οποίους είναι γινόμενο Κ διαφορετικών 
στοιχείων του 5, για κάποιο κ22. 


Λύση 

Ἕστω Α το σύνολο ὅλων των θετικών ακεραίων της µορφής 
κΞαι,...8ᾳ. ὅπου οἱ αριθμοί 4, «42 σαν" «4 είναι πρώτοι, δηλα- 
δή 

ΑΞ{2:3,2:5,2:1,...ω{3:5-7.3-5.11,...} {5 ΤΑ 13.11... 9... 

Για κάθε ἀπειρο σύνολο πρώτων δΞ{Ρι,Ρ2.Ρ1....} µε 


δι«Ρ; «Ρρις.... οἱ συνθήκες του προβλήματος ικανοποιούνται αν θέσου- 
με πι ΤΞΡΙΡ; Pp και η ΩἜΡΟΡ. 1 Ῥρ)” 


S 


ΟΛΗ 10.10 

36 Λιεθνής Μαθηματική Ολυμπιάδα, 1995 
Τόπος Διοργάνωσης: Καναδάς (Τορόντο) 
Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: P. Stewart (Παν/μιο Dalhousie U. Halifax) 
Συμμετοχή: 73 χώρες µε ότο πολύ μαθητές η καθεµία 
Νέες Συμμετοχές: Σρέι-Λάνκα, Μαλαισία 
Μέγιστη Βαθμολογία: 42 βαθμοί ανά μαθητή 
Οι δ πρώτες χώρες: Κίνα (236), Ρουμανία (230], Ρωσσία (227} }, 


Βιετνάμ (220), Ουγγαρία (210), Βουλγαρία 
(2071, Ν. Κορέα (203), Ιράν (202) 

Η Ελληνική ομάδα πήρε µέρος µε τους µαθητές Δ. Κουρούνη, Ι. 
Μαυροειδή, Ε. Ράππο, ΓΕ. Σολιδάκη, Γ. Τάκο και Π. Μπρέγιαννη. Αρχηγός 
της ομάδας ήταν ο κ. Θεόδωρος Μπόλης και υπαρχηγός ο κ. Δημήτρης 
Κοντογιάννης. 


ΠΡΟΒΛΗΝΜΛ 1 

Ἔστω Λ, Β, 6, Ὦ τέσσερα διαφορετικά σηµεία µιας ευθείας, µε 
αυτή τη σειρά. Οι κύκλοι µε διάµετρο Ας και ΒΡΏ τέμνονται στα Χ. V. 
Η ευθεία ΧΥ τέμνει την Β6 στο 7. Έστω Ρ σηµείο της ευθείας ΧΥ 
διάφορο του 7. Η ευθεία ϱΡ τέμνει τον κύκλο µε διάμετρο Λς στα ς, 
Μ και η ευθεία ΒΡ τέμνει τον κύκλο µε διάµετρο ΒΡΏ στα Β, Ν, Να 
αποδείξετε ότι οι ευθείες ΑΝ, ΕΝ, ΧΥ περνούν απὀ το ίδιο σηµείο. 


Λύση 
Λόγω συμμετρίας, ΑΏΌ | ΧΥ. 
Γίναι; ΒΝ | ΝΕ (αφού BD διάµετρος) 
ΑΜ Ι ΟΜ (αφού ΑΓ διάμετρος) 
Ἑσωφξβρ2 θΞ(Ρ7Ζ ΟΞ(ΧΥΩΝΡ)ΚΞ(ΧΥΩ ΑΜ). 
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ΡΝ ΡΜ 
οο5φ οσ5θ 
Το Ρ ανήκει στον ριζικό άξονα των δύο κύκλων, δηλαδή 





Αρκεί να δείξουμε ότιοΞςκ «»ΡΟΞΡΕ «» 





(1) 


Ὀρ ΞΡ; -ΡΝ:ΡΒΞΡΜ.ΡΟΡΝΞ Τρ ϐ 
Χ 
Α D 
Σχήμα 116 


) ΡΜ.ΡΟ ΡΜ ΡΟ )Β ο 
— —— — 
«» Ρ7 5 Ρ7,που ισχύει. 


Άρα ΡΞ Ο καιτο ζητούμενο έχει δειχθεί. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 
Ἔστω αᾱ, ΕὮ, ς θετικοί πραγματικοί αριθμοί µε abe —1. Να 
αποδείξετε ότι 
Ι 1 1 3 


ππ μα, ναι κας ο 
α (κ) (ο) εἰ (αϱ) 2 


Λύση 
Θέτουµε a — Ρ — ς — οπότε έχουµε XYXISI και η ζητούµενη 
x γ 7 


σχέση γίνεται 

2 2 2 

— — 
y*2 2*x x*y 2 
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Από την ανισότητα του Cauchy έχουµε 


(ῴ 1] νετ) (ο) σὲ ΙΤ ) * *) νὰ 


3 


ος — — ήν.) 


στι ΖΧ ΧΕΥ 




















2 2 2 
x 7 ΧΣΥ7 
v*2 2*x ΧΡΥ 2 








(2). 


Επιπλέον απὀ την ανισότητα αριθμητικού-γεώμετρικού μέσου έχουµε; 
ΗΝ ΥΣ ὐ ΦΥ. ὃν 3 
εξ --------------ὸ---Χγ7---, 3 
ο ο ο ο * 
αφού χγ7Ξ 1. 


Από τις (2) και (3) προκύπτει η (1). 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Να προσδιορίσετε όλους τους ακέραιους η Σ 3 για τους οποίους 
υπάρχουν π σηµεία ΆγιΛΆο... Αρ του επιπδου, ανά τρία µη 
συνευθειακά. και π πραγματικοί αριθμοί Εν Εγνι νἳᾳ ἔτσι ώστε για κάθε 
ἱν κ {κι το εμβαδόν του τριγώνου ΑΛΛΑ να είναι 
η στη. 


Λύση 

Καταρχήν παρατηρούμε ὅτι για πΠΞ 4 μπορούμε να θεωρήσουμε τις 
κορυφές ενός τετραγώνου, και ότι αν για ἑναν ακέραιο π δεν υπάρχουν τα 
ζητούμενα σηµεία, τότε αυτά δεν υπάρχουν για κάθε ακέραιο μεγαλύτερο 
του π. Θα αποδείξουμε ὅτι για η Ξ 5 κάτι τέτοιο δεν είναι δυνατό. 

Αν τα πέντε σηµεία είναι κορυφές κυρτού πενταγώνου, τότε θεωρώντας 
ότι το τετράπλευρο Α,Α2ΑΑΙ αποτελείται απὀ δύο τρίγώνα µε δύο 
τρόπους προκύπτει ὅτι η Έτ Ξτ Έτσι. Όμοια απὀ το AA-A-Ac έχουµε 
η Έτη τς συνεπώς τι τς. 

Θα αποδείξουμε ότι για η Ξ 5 δεν µπορεί δύο από τους η, ἴν, χι ἵρ, ἲς 
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να είναι ίσοι. Αν είχαμε τι τς, τότε (Α/Α2Α)Ξ(Α/Α2Ας) οπότε θα 
έχουµε AA-AMA ήτο µέσο του Α Ας θα ανήκει στην ΑΛΑ. (ανάλογα 
εάν τα σηµεία Αι. Ας βρίσκονται στο ἴδιο µέρος της ΑιΑ.2). Το ίδιο θα 
ισχύει και για τα ζεύγη σημείων Αι, Ας και Α., Ας. Όμως τότε θα είχαμε 
είτε δύο απὀ τις τρεις ευθείες ΑΛ. Α.Α, ΑιΑι παράλληλες στην Ας 
ἡ το µέσο του Ας θα ανήκει σε δύο από τις ευθείες ΑιΑ., Α.Ας, 
ΑιΑι. Και στις δύο περιπτώσεις θα έχουμε τρία σηµεία συνευθειακά, 
άτοπο. Συνεπώς οι αριθμοί η, Γον. νῖς είναι όλοι διαφορετικοί. 


Ἔτσι τα πέντε σηµεία δεν µπορεί να είναι κορυφές κυρτού πενταγώνου. 
Ἕστω ὅτι το πεντάγωνο δεν είναι κυρτό. Τότε η κυρτή θήκη του 
πενταγώνου θᾳ είναι τετράπλευρο ή τρίγώνο. 


Α' 





.. 





.......ϱ...μ..-. 


Αι 
Σχήµα 117 
Στην πρώτη περίπτωση. έστω ὅτι αυτό είναι το ΑιΛ2Α:Α. Το Ας θα 
ανήκει είτε στο εσωτερικό του ΑΛΑ, ήτου ΑΛΑ. Ἑστω ότι ανήκει 
στο AA-A Το τετράπλευρο Α.2ΑΑ Ας είναι κυρτό, οπότε έχουµε 
. Έτ τι Έτι και 1) Έτη τς δηλαδή τι τς, άτοπο. 





Σχἡμα 118 


Ἰ. Ἡ κυρτή θήκη ενός µη-κυρτού πολυγώνου ορίζεται ως το ελάχιστο κυρτό πολύγωνο 
µε κορυφέςτις κορυφές του πολυγώνου το οποίο περικλείει το αρχικό πολύγωνο, 
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Στη δεύτερη περίπτωση ἑστω ότι το τρίγωνο είναιτο Α,Α.Α.. Από την 
ισότητα των εµβαδών έχουμε (η Έτ Ἔτιλ η (ω Έτιττι) (η τι Έτ) Ξ 
(η -- ας )1Ε (το ΕΕ -- ες} ς (τι τι Ε τς) ἡ τι τς, άτοπο. 

Συνεπώς η ζητούµενη τιµή είναι ηπ- 4. 


ΠΡΟΒΛΗΝΜΑ 4 
Να βρείτε τη μέγιστη τιµή κι Ὑια την οποία υπάρχουν πραγματικοί 
αριθμοί ΧριΧι« Χγν.. Χους τέτοιοι ώστε 
(9) Χο Χιους» 
ῤ χι — Ξ 2χι — για κάθε i -- l. 2... «19ος. 
κ.) χι 
Λύση 
Η δοθείσα σχέση γράφεται 
(οχι χι λίχικι -1)Ξ0 


η οποία έχει λύσεις κ, — ή κι — για {5 1. 2.. 1995. 
.-ἲ 
Έστω ὅτι οι ζητούμενοι αριθμοί είναι Χῃι Χγνιν Χρ Αν ο πΞ2πι είναι 
άρτιος τότε για οποιοδήποτε Χρ μπορούμε να βρούμε Χι....,Χμ ώστε να 
ικανοποιούνται οι δύο συνθήκες, 


΄ xX xX xX Χα κ κ 
Ορίζουµε ος — — — ος 
πι — J m1 2 χο «ρα — η 0: 


Όμως η Ξ1995, δηλαδή περιττός, Οι παραπάνω τιμές ισχύουν όταν ο η 
είναι περιττός, υπό τον όρο ότι Χρ 2* 
Πράγματι, avn Ξ 2-, τότε μπορούμε να θεώρήσουµε τους αριθμούς 


0 -. Χρ —— — 
απο —— 
J x2m Χρ 


και αφού πρέπει κ. Ξ Χο Ξ Χρ. θα έχουµε -χι ἡ χο ο, 





xo 
Θα αποδείξουμε ότι αυτή είναι η μέγιστη δυνατή τιµή του κρ. Έστω ότι 
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η ακολουθία Χι.Χ...... Χα προκύπτει πραγματοποιώντας κι διαιρέσεις µε 

το 2 ακολουθούμενη από µία αντιστροφή, κατόπιν κ. διαιρέσεις µε το 2, 

κατόπιν µια αντιστροφή, κλπ.. Αν ο αριθµός των αντιστροφών είναι 

περιττός, τότε καταλήγουμε στον χι, Ξ 2να, ενώ, αν είναι άρτιος, 
Χρ 

Ἂρ 


τότε χι 
— 


. Για να έχουμε ΧῃξΞΧ, πρέπει στην πρώτη 
περίπτωση, να έχουµε χο 21 ΤΙΣ, Επειδή χι.κ»....30, η µέγιστη 
τιµή του χρ επιτυγχάνεται αν κάνουµε µία µόνο αντιστροφή και χιΞπ-]. 


πο σχι” . 


Στη δεύτερη περίπτωση πρέπει 2" 5] άρα Χι-Χοχι-...50, 
οπότε χι «χι «χι :' Ξ άρτιος, άτοπο, αφού π — περιττός. Συνεπώς η 
μέγιστη τιµή του Χρ είναι 203 2 


ΠΡΟΒΛΗΝΙΑ 5 
Ἔστω ΑΒΟΡΕΕ ένα κυρτό εξάγωνομεβλβΞΕΒές Ξ(ΒΏκαιβΕε- ΕΕ 


ΞΕΑ και ϱΡ Ξ ΕΕΑ Ξ 60”, Έστω (5, Ἡ σηµεία στο εσωτερικό του 


εξαγώνου τέτοια ώστε ΑΟΒΞ ΡΗΕ - 120”. 
Να αποδείξετε ότι λς οΡ ΕΟΗ ΓΡΗ ΕΗΕ 26Ε. 


Λύση 
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Κατασκευάζουµε τα ισόπλευρα τρίγωνα ΑΒΚ. ΕΡΙ. εκτός του 
εξαγώνου, 
Ἑστω Οι, Oꝛ. Κι, Β2 τα κέντρα και οι ακτίνες των περιγεγραμµένων 


κύκλων στα ΑΒΚ. ΕΙ, 


Τότε σε (Οι, κι), Ηε (ΟἨ, κ;.), αφού ΡΒΟΑ Ξ 1205, ΡΗΓΕ - 120” (από 
τα εγγράψιµα ΑΚΒΟ,Ι ΕΗΡ). 

Λόγω συμμετρίας, ΟΕ Ξ ΚΙ. και επειδή ΚΙ,ς ΚΟ -- ΟΗ -- ΗΙ, (αφού 
ΚΙ. Ξ ευθεία ή ΚΟΗΙ. Ξ τεθλασμένη), αρκεί να δείξουμε ὅτι; 


AG GBGEIXHDFHERKGAGVAML 
—AG GBHD HEARKGCHL(00) 
Από το ϐ, Πτολεμαίου στο έχουµε ὅτι: 
ΛΩ:ΚΒ-Βα:ΚΑΣΑΒ-ΚΩς» ρε» ΑΟΞΒΟΣΚΟ 0 
Όμοια στο ΗΒΡΕΙ: 
ΗΡ - ΕΙ.ΗΝΕ -ΡΙ.ΣΗΙ.:ΡΕ «» ϱ ωα «5 ΗΡΗΕΣΗΙ. 6 
Με πρόσθεση κατά µέλη των (2), (3) προκύπτει ότι; 
ΑΟ BGC -HD HERKGMI. 


οπότε το ζητούμενο έχει αποδειχθεί. 
Η ισότητα ισχύει όταν τα σηµεία K. G. Η. Ι. είναι συνευθειακά. 


ΠΡΟΒΛΗΜΛό 

Έστω p ένας περιττός πρώτος. Να βρείτε το πλήθος των 
υποσυνόλων Α του {1,2.... 20}, τα οποία έχουν p στοιχεία και το 
άθροισμα τῶν στοιχείων του A να διαιρείται µετορ. 


Λύση 
2 
Η απάντηση είναι 2A R 
ρ 


Ἔσω Ας{Ι.2,...,2Ρ} διάφορο των  {1ν2..ϱ} και 


{ρ1,ρ--2,... 2}. 
Θεωρούμε όλα τα στοιχεία 1ΕΑ µε ISiISp, και έστω Κ το πλήθος 
τους, Προσθέτοντας | σε κάθε στοιχείο και ανάγοντας πιοάρ αν χρειαστεί, 
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μπορούμε να παράγουµε ϱρ-] νέα σύνολα µε Κ στοιχεία, π.χ. αν ρ-7 
ξεκινώντας απὀ το σύνολο {2,5} έχουµε τα νέα σύνολα 


[5.16], 14,7]. {5.1}. {6,2}. {1.3}. [1.4] 

Το άθροισµα κάθε συνόλου αυξάνει κατά Κ κάθε φορά. Επειδή ο p είναι 
πρώτος, τα αθροΐίσµατα θα αποτελούν ένα πλήρες σύνολο υπολοίπων 
πιοάρ, συνεπώς ὅλα τα αθροίσµατα θα είναι διαφορετικά άρα και τα 
υποσύνολα αυτά θα είναι διαφορετικά μεταξύ τους, 

Θεωρούμε τώρα τα σύνολα Α, τα οποία έχουν κάποιο στοιχείο στο 
{ρ1,ρ::2....,2Ρ}. Αν τα στοιχεία της τιµής του Α µε το σύνολο 
{ρ1,ρ”-2.....2Ρ} έχουν άθροισμα x modp) τότε, οµοίως µε παραπάνω, 
μπορούμε να βρούμε ένα μονάχα υποσύνολο που να έχει άθροισμα 
-Χ(πιοὰρ) (αφού τα αθροίσµατα αποτελούν πλήρες σύνολο υπολοίπων 
mod p) έτσι ώστε το συνολικό άθροισµα να είναι Ο(πιοάρ). Σε κάθε 
περίπτωση. µόνο ένα από τα p παραγόμενα υποσύνολα θα έχει άθροισμα 
θ(πιοά ϱ). 


2 

Το σύνολο {1,2.....2Ρ) έχει Μ υποσύνολα µε p στοιχεία. 
Αφαιρώντας τα σύνολα {1,2,...,2Ρ) και {ρ31,ρ3:2....,20} έχουμε 
2 

μα 

Ρ 

ο. [2 . | 
Αποζδείξαµε ότι µόνο 9 5 3] απὀ αυτά έχουν άθροισμα 


πολλαπλάσιο του p. 
Επίσης, τα δύο σύνολα που αφαιρέσαµε έχουν άθροισμα Ο(πιοάρ), 


2 
οπότε έχουµε συνολικά 2 —J 8 υποσύνολα. 
Ρ 


—* 

33 Αιεθνής Μαθηματική Ολυμπιάδα. 1996 
Τόπος Διοργάνώσης: ἰνδία (Βομβάη) 
Πρύεδρος Συµβ. Αρχηγών: AM. Ναιάγα (Gujarat U. Ahmedabat) 
Συμμετοχή: 75 γώρες µε 6 το πολύ µαθητές η καθεµία 
Νέες Συμμετοχές: * 
Μέγιστη Βαθμολογία: 42 βαθμοί ανά µαθητή 
Οι δ πρώτες χώρες: Ρουμανία (157), Η.Π.Α. (155), Ουγγαρία 


(1671, Ρωσσία (162), Ἡν. Βασίλειο (161), 

Κίνα (160), Βιετνάμ (155), Ν, Κορέα (151). 
Η Ελληνική οµάδαπήρε µέρος µε τους µαθητές: ΠΠ. Μπρέγιαννη (Αργυρό 
μετάλλιο), Αλεξάκη Σπύρο (Χάλκινο μετάλλιο), Μαλικιώση Ῥωμανό (Χάλ- 
κινο μετάλλιο), Μιχαλάκη Νίκο (Χάλκινο μετάλλιο), Ρουτζούνη Σταύρο 
(Χάλκινο μετάλλιο], Τάκο Γεώργιο (Χάλκινο μετάλλιο). Αρχηγός της οµά- 
δας ήταν ο κ. Μιχάλης Λάμπρου και υπαρχηγός ο κ. Δημήτρης Κοντογιάν- 
γης. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 

Ἔστω τ ένας θετικός ακέραιος αριθµός, Θεωρούμε µία ορθογώνια 
σκακιέρα γὠρισμένη σε 20Χ12 μοναδιαία τετράγώνα. Οι παρακάτω 
κινήσεις επιτρέπονται στη σκακιέρα: μπορούμε να μετακινηθούµε από 
ένα τετράγὠνο σε ένα άλλο, µόνο αν η απύσταση μεταξύ των κέντρων 
των δύο τετραγώνων είναι ίση µε ύτ.Ο σκοπός είναι να βρούμε µία αᾱ- 
κολουθία κινήσεων που να ενώνει δύο γωνίες της σκακιέρας που βρί- 
σκονται κατά µήκος της μεγάλης πλευράς στην ἴδια πλευρά. 


(α) Να αποδείξετε ότιο σκοπός δεν µπορεί να πραγµατοποιηθεί, αν 
ο διαιρείται από το 2 ἡτο 3. 


(β) Να αποδείξετε ὅτι ο σκοπός µπορεί πραγµατοποιηθεί, αν 
γΞ 79. 
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(ὢ Μπορεί 6 σκοπός να πραγµατοποιηθεί αν τ-- 07: 

Λύση 

(α) Έστω ότι µια κίνηση γίνεται α μονάδες προς την µία κατεύθυνση και 
β προς την άλλη. Τότε πρέπει α- «β΄ -Υ; αν ο: διαιρείται µε το 2, τότε Οἱ 
α, β είναι και οι δύο άρτιοι ἡ και οι δύο περιττοί. Αυτό σηµαίνει ότι οι κινή- 
σεις γίνονται πάντα σε τετράγωνα του ίδιου χρώματος (άσπρου ἡ μαύρου), 
αλλά τα ζητούμενα τετράγωνα είναι το ένα μαύρο και το άλλο άσπρο, συ- 
νεπώς δεν µπορεί να γίνει το ζητούμενο. 

Επειδή κ΄ Ξ0 ή I(mod 3], αν ο διαιρείται µε το 3 τότε πρέπει οι α, β 
να διαιρούνται µε το 3 επίσης. Αν το αρχικό τετράγωνο είναι το (0,0), τότε 
μπορούμε να μετακινηθούμε µόνο σε τετράγωνα της µορφής (3κ,2λ). Ὁ- 
µως το τελικό τετράγωνο είναι το (19,0), που δεν είναι της µορφής αυτής. 

(β)Αν τ-73, τότε απὀ τη σχέση α΄ «β΄ - 73 πρέπει να έχουµε α- Β, 
β:λήα-3, βΞδ. Έχουμετις εξής κινήσεις: 

Α: (Χ.γ)-ο(κ δν) Β: (. y (x43. y48) 


Γ: Ex.y) 2 (x48. y-3) A: (x.y) (x43. y-8) 
Αν για τη μετακίνηση χρησιμοποιήσουμε η κινήσεις Α, πῃ κινήσεις 
Β, πι; κινήσεις Γ και πι κινήσεις Δ τότε πρέπει 
βίπ, πι) Δ(πῃ Έπκ)Ξ19 
(πι -π)δίπῃ-πι)Ξ0 
Μία λύση είναι η π.δ, ημΞ-], πΓ--ᾶ, πι Ξ 2 όπου η αρνητική 
τιµή πῃ - -ἰ ερμηνεύεται ὡς ſx.y) ⸗ꝰ (x-3. y2 8) κλπ. Οι ζητούµενες κι- 
νήσεις είναι οἱ: 
(0,0) -» (5.3) - (16,6) -- (8.9) --- (11.1) --ν (19,4) ο (11,7) -» 
(19.10) -(16.2)-ο (8,5) -- (16,8) -- (19,0) 


(Υ) Αν τΞ97, τότε πρέπει να έχουµε αξθ, β--4 (ή αντίστροφα). Ο- 
νοµάζουμµε κινήσεις «αλλαγής» τις κινήσεις για τις οποίες η τιµή του ν αλ- 
λάζει κατά 4 µονάδες, Θεωρούμε την κεντρική ζώνη της σκακιέρας που α- 
ποτελείται απὀ τα τετράγωνα υΞ4,5,.6,7. Οι κινήσεις αλλαγής µας µετα- 
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φέρουν στην κεντρική ζώνη αν είμαστε έξω απὀ αυτήν ἡ µας βγάζουν από 
την κεντρική ζώνη αν είμαστε εκεί. Οι κινήσεις που δεν είναι κινήσεις αλ- 
λαγής μπορούν να γίνουν µόνο αν είµαστε εκτός της κεντρικής ζώνης, και 
μας οδηγούν σε ένα τετράγωνο που είναι επίσης εκτός της ζώνης, Επιπλέον, 
οι κινήσεις αλλαγής αλλάζουν την αρτιότητα της χ-συντεταγμένης ενώ οι 
υπόλοιπες κινήσεις την διατηρούν. 

Επειδή πρέπει να ξεκινήσουμε και να τελειώσουµε εκτός της κεντρικής 
ζώνης, χρειαζόμαστε ένα άρτιο πλήθος κινήσεων αλλαγής. Επειδή πρέπει 
να ξεκινήσουμε απὀ άρτια χ-συντεταγμένη και να καταλήξουμε σε περιττή, 
χρειαζόμαστε περιττό πλήθος κινήσεων αλλαγής, αδύνατο. Συνεπώς o σκο- 
πός δεν µπορεί να επιτευχθεί! 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 
Ἔστω P ένα εσωτερικό σηµείο του τριγώνου ΑΒ6 τέτοιο ώστε 


Λ Λ Λ Λ 
ΑΡΗ- Α{Β- ΛΡς-ΛΒΕ, και έστω Β, Ε τα έκκεντρα των τριώνων 
ΑΡΗΒ και APC αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι οι ευθείες ΑΡ, ΒΡΕ. CE 
διέρχονται από το ίδιο σηµείο. 


Λύση 





Σχήµα 120 


Ἔστω Χ, Υ, Ζ οι προβολές του σημείου Ρ στις πλευρές Β6, ΑΕ, ΑΒ ᾱ- 
ντίστοιχα. Έχουμε ΡΑΞ — . Ῥοὸος ας ο ΡΟ ιά 
ημΑ ημΒ ημς 


ΑΡΒ-Ο-ΧΖΥ. ΒΡΟ-Α-ΖΧΥ, 6ΡΑ-Β- ΧΥΖ. 


και 


Από την υπόθεση έχουµε ΑΡΒ-ΟΞ ΑΡΟ-Β άρα ΧΖΥ Ξ ΧΥΖ. δηλα- 
δή το τρίγωνο ΧΥΖ εἶναι ισοσκεές (Χ7-ΧΥ). Ἆρα 
(ΡΟ)ημς Ξ(ΡΒ)ηµΒ. 


Ἑστω W το σηµείο τοµής της BD µε την ΑΡ, Από το θεώρημα διχοτό- 
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ου έχου — 
πε Ἡρ WVr 


Χρησιμοποιώντας τη σχέση { . - ν. ΑΒ)ηµΒ έχουµε διαδοχικά: 


δηλαδή το θεώρηµα διχοτόµου ισχύει στο — APC οπότε η ΟΝ είναι 
διχοτόµος του τριγώνου APC. Έτσι οι ευθείες ΑΡ, BD. CE διέρχονται από 
το ίδιο σηµείο. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Έστω 3 το σύνολο {0, 1, 2, 3... Να βρείτε όλες τις συναρτήσεις { 
απὀ το S στο S τέτοιες ώστε Είπα -- fin) - Ε(Ε(πι)) -- Είπ) για κάθε πα, η ε 
5. 


Λύση 
ΘΟέτουµε πΙΞ η 0, οπύτε έχουµε {Π{(0) -- 10) ος ΚΘ)), δηλαδή Π0) - 0 
.οπότε και (ΠΟΥΞ0. 
Θέτοντας πι Ξ 0 έχουµε fOuſin) Ξ Γπ) για κάθε πε S. οπότε η δεδομένη 
σχέση γράφεται ισοδύναμα 
{πι -- ((π)) Ξ Γπι) -- Γη), για κάθεπι,π εδ 


Ἔστω κ- 0 ο μικρότερος αριθµός του 5 για τον οποίο ισχύει κ) - κ. 
Αν το κ δεν υπάρχει τότε έχουµε Γη) Ξ 0 για κάθε n ε 5 λόγω της σχέ- 
σης {({(π)) Ξ {(π). 


Αν το κ υπάρχει, τότε έχουµε 
[οκ κα κ κ κ) - Πκ)τ κ) 2κ 


οπότε επαγώγικά προκύπτει Πακ) -- ακ για κάθε φυσικό α. 

Έστω 7 ε S ένας ἄλλος αριθµός τέτοιος ώστε {7} - 7. Τότε θα είναι 
. 

Ottoupte 2 2 ακτ Ὁ, ὁπουθς Ὁ «κ, οπότε θα έχουµε 

Π2)5 Πο Πακ))- Π0)  Ππακ)) ⸗ Π0)--ακ 

δηλαδή ſib) Ξ b. οπότε h -- 0, αφού b «κ και ο κ είναι ο μικρότερος µη µη- 
δενικός αριθµός του 5 µε αυτή την ιδιότητα. 

Άρα λοιπόν όλοι οι αριθμοί x του S για τους οποίους ἔ(κ) Ξ κ είναι τα 
πολλαπλάσια του κ και µόνο αυτά. 
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Επειδή όμως fOfin) Ξ Γίπ} για κάθε π, συμπεραίνουμε ότι οι ſin) είναι 
πολλαπλάσια του κ για κάθε π. Η γενικότερη συνάρτηση που μπορούμε να 
κατασκευάσουµε είναι να διαλέξουµε κ τυχαίους αριθμούς του S (όπουκ 
0 ένας τυχαίος φυσικός) 20 0, 2ι. 22, 24, ... .Έκ.ι και να ορίσουμε για κάθε 
αριθμόπεῦνμεηπζακ-θο, θςυὺςκ 


Ππ)ξ Πακ « Ό)-ακ- Ζηκ. 


Με επαλήθευση διαπιστώνουμε ὅτι η παραπάνω συνάρτηση ικανοποιεί 


την αρχική σχέση. 
Συνεπώς, ὅλες οι δυνατές συναρτήσεις f είναι αυτές που περιγράφο- 


νται µετην παραπάνω διατύπωση καθώς και η συνάρτηση [ίπ)Ξ 0 για 
κάθεπε»δ. 


ΠΡΟΒΛΗΝΜΛ 4 
Ἔστω α. β θετικοί ακέραιοι τέτοιοι ώστε οι αριθμοί Ίδα -- 16β και 


Ἰόα --15β να είναι τέλεια τετράγώνα. Ποια είναι η ελάχιστη τιµή που 
µπορεί να πάρει το μικρότερο από τα δύο τετράγώνα; 


Λύση 
Έστω Ί5α -16β -- πι’ και Ιό6α-1σβ- nꝰ. Τότε πι) 4n* Ξ48Ι/α᾿ .β’]. 
Αν ένας από τους Πα, Π δεν είναι πολλαπλάσιο του 13 (π.χ. ο πι) τότε θα 
υπάρχει αντίστροφος mꝰ του m ὡς προς πιο 13, δηλαδή πηπη 5 1(πιοά 13). 
Επομένως απὀ τη σχέση 
πῇ η) «0 παἰ13) θα έχουµε (πή πῄ {πή η) πΟίπικ!1) ἡ (πρ) ᾱ-Ι(πο13). 
οπότε (mn)* S-I(mod I3), το οποίο είναι αδύνατο, αφού χ!251Ι ἡ 
O(mod 13) για κάθε ακέραιο κ. 


Συνεπώς οι πι, η πρέπει να είναι πολλαπλάσια του 13, Με τον ίδιο τρό- 
πο αποδεικνύουµε ὅτι οι πι, η πρέπει να είναι πολλαπλάσια του 37, οπότε 
και του 13:37Ξ4δΙ. ΘΟέτοντας πιΞξῃΞ4δΙ µπαίρνουµε τη λύση 


αΞ23]-45δΙ. β- 481 οπότε η ζητούµενη τιµή είναι 481”. 


ΠΡΟΒΛΗΝΑ 5 
Έστω ABCDEF ένα κυρτό εξάγὠνο τέτοιο ώστε η ΑΒ να είναι πα- 


ράλληλη στην ΡΕ, η Β6 παράλληλη στην ΕΕ καιη CD παράλληλη στην 
ΕΛ. 


Έστω Κ.,. ᾱς. Κι οι ακτίνες των περιγεγραμμένων κύκλων των 
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τριγώνων ΕΑΒ, RCD. DEF αντίστοιχα και ρ η περίµετρος του εξαγώ- 
νου. Χα αποδείξετε ότι 


Κι Κο ΚνΣ2. 


Λύση 








Σχήµα 12] 
Η ακτίνα του περιγεγραμµένου κύκλου ενός τριγώνου ΑΒΓ εἶναι ίση µε 
ο ας γ 
— ⸗— * -- οπότε έχουµε 
2ημΆ 2ηµΒ 2ημµΓ 








ο ον — * Σι. 
2ημΑ 2ηµς 2ηµΕ 


Όμως έχουµε ΒΕΣ ΚΙ.-- ΑΒημΏ  ΑΡημΕ και ΒΕΣ ΜΝ - ΟῬημό -ΏΕημΏ, 


(η ΒΕ είναι μεγαλύτερη της κάθετης απόστασης μεταξύ των παραλλήλων 
BC. ΕΕ) οπότε 


2ΒΕΣΖ ΑΒημΒ - ΑΕημΕ-«ΟΡημό -ΡΕημῆ. (1) 
Και όμοια γιατις ΒΏ, ΡΕ έχουµε: 

2Β0 2 ΒΟημῆ --ΡημΏ-- ΑΕημᾶ «ΕξημΕ (2) 

20ΕΣ ΑΒημΑ «Βζημό -ΡΕημῦ --ΕΕημΕ (3) 


Προσθέτοντας κατά μέλη τις (1), (3) και (3) και χρησιμοποιώντας τις 
σχέσεις Β-Ε. ἀ-ῦ, 0-δ (λόγω παραλληλίας) των πλευρών τους }) ἑ- 
χουμε; 

ΒΕ ΒΡ FD 


Ρ 
ο οκό-- — 
ημΑ ημς Ὃ —— —— 


(Ἀρησιμοποιήσαμε ὀτιγιακάθεκ»0,κ- ο ὁ 2). 
x 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ ό 

Έστω Ρ. 4. n είναι τρεις θετικοί ακέραιοι µερταςπ. Θεωρούμε 
και τους ακέραιους ΧριΧγι...«Χμ. που είναι τέτοιοι ώστε x χι Ξθ 
και για κάθε ISISn ισχύει ότι χι; χι Ξ5 ρ ή -ᾱ- 

Να αποδείξετε ότι υπάρχουν δείκτες ἓς{ µε (1) (0. n) τέτοιοι 
ώστε χι, -χι. 


Λύση 
Έστω ότι ισχύει Χι--ΧιιΞ Ρ για τ τιµές του 1 και ισχύει χι, -Χιιξ- 
για 5 τιµές του 1. Τότε βεβαίως θα είναι Γ4551π., ενώ αν προσθέσουμε κατά 
µέλη τις η ισότητες 
Χι-χιιΞἜρή-α,Ιξίση, 
προκύπτει η ισότητα ρΓ-α.0. 
Αν οι θετικοί ακέραιοι αριθµοί p και q έχουν ένα κοινό διαιρέτη ἆ 21. 


τότε θεωρούμε τους αριθμούς Υ, - νὰ Γ350.1.2,....Π. για τους οποίους |- 


σχύουν οι ισότητες 
Ρ, ϐ4 
* ⸗ —— —2,18i8n 
γι — η a 
και αφού χροΞκΧ, Ξ0 είναι φανερό ότι όλοι οι αριθμοί γρ. γιεν. ὃν εἷ- 
ναι ακέραιοι. Έτσι, αν αποδείξουμε το ζητούμενο για τους αριθμούς 
γρ. γενν Ὑ µε τους — τότε το iõio θα ισχύει και για τους αριθμούς 
Χῃ.Χι.... «Χα µε τους p και q. 
Επομένως μπορούμε να θεωρήσουμε µόνο τη περίπτωση (Ρ.4} «1. Τό- 
τε απὀ την ισότητα ρι-α»5-0 ἡ pr⸗ qs προκύπτει ὅτι ο p διαιρεί τον 5, 
ὁηλαδή υπάρχει θετικός ακέραιος κ τέτοιος ὥστε 5 κρ. 
Αν είναι κ, τότε ρ-5 και 4 Ξτ, οπότε θα είναι ρα -5ΓΞ-πΠ., το 
οποίο είναι άτοπο γιατί απὀ την υπόθεση έχουµερταᾳςῃ. 
Άρα θα είναι κ»Σ] και απὀ την ισότητα ῥΙ-45Ξ0 προκύπτει ότι 
ΓΞ κα, οπότε θα έχουµε 
Γ 5{Γ 


5 n 
p*q —m 
ο 


Στην συνέχεια παρατηρούμε πρώτα απὀ όλα ὅτι πρέπει να ισχύει 
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Χρ Χι Ἔπολπι, ΙΞ0,1,... Π --πι. 


Πράγματι, αν { απὀ τις διαφορές χι Χμν εν μι Χ, είναι ίσες 
με Ρ, τότε πῃ--ἵ απὀ αυτές θᾳ είναι ίσες µε --ᾳ, οπότε θα έχουµε 


Άννι X Ξ (Χρ —X — κι) 
Ξιρ-(πι--ι]αΞι(ρ1ᾳ)--πιρ- (ι--ᾳ)πι. 
Στη συνέχεια ονομάζουμε ἆ Ξχι χι Ἔπολπι, [Ξ0,1,....Π--πι και 
θα αποδείξουμε ὅτι ένας τουλάχιστον απὀ τους αριθμούς ἆ,, 
150, Σεν Ἡ --πι, είναι ίσος µε 0, 
Κατ᾽ αρχήν έχουµε 
ᾱ,ι --ᾱ, 
μπιν) μι) μι Χι 
ρἡ -α)-(ρ -40) 
0 ή ρα ή -(ρ-ᾳ) 
ἡ πι ἡ --πι, 


* x- 


Επομένως, αν καμμία απὀ τις διαφορές ἆ,,ι. ᾱ, δεν είναι 0, τότε υπάρ- 
χουν µόνο δύο δυνατότητες: 


ο μι, ᾱ, είναι και οι δύο θετικές, 
ο 6. ᾱ, είναι και οἱ δύο αρνητικές, 


Αυτό συμβαίνει γιατί αν οι διαφορές ἆ,μ, ᾱ, ήταν ετερόσηµες, τότε η 
µεταπήδηση απὀ µία αρνητική σε θετική ή αντιστρόφως, θα απαιτούσε µία 
απὀ αυτές να είναι τουλάχιστον 211. 

Ἔτσι, αν καµία απὀ τις διαφορές 4, δεν είναι 0, καταλήγουμε στο ότι ὁ- 
λες οι διαφορές ἆ, είναι θετικές ἡ όλες είναι αρνητικές. Τότε θα είναι 

ἀρ --ᾱ,, Έτ άις [αι 0, 


που είναι άτοπο γιατί έχουµε 


4ρ ή Έτ Ἔσις η Ξ (κα Χρ) Ε (Χο --ᾱπι) ή Έχω κκ) 
Ξ Ἁγηῃ — 
* Χῃ π Χῃ Ξ0, 


Άρα µία τουλάχιστον από τις διαφορές ἆ, είναι 0, οπότε θα ισχύει ηι- 
σότητα Χμιη 5 Χι για κάποιο { τέτοιο ώστε { «ἶ πι και (1,1 Επι) κ (0,). 


— — 1801 


AX nternational— 
τῷ Mafthematical 
Ovumpiad 
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Τόπος Διοργάνώσης: Αργεντινή ( Mar del Plata) 
Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: L Caffarelli (Gourant Inst. New Υ οι κ) 
Συμμετοχή: 82 χώρες µε ότο πολύ µαθητές η καθεµία 
Χύες Συμμετοχές: Βολιβία, Γουατεμάλα, Πορτο-Ρίκο, Παραγουάη, 

Ονζμετεκιστάν 

Μέγιστη Βαθμολογία: 42 βαθμοί ανά µαθητή 
Οι δ πρώτες χώρες: Κίνα (2231, Ουγγαρία (219), Τράν (217), Ρωσσία 


και Η.Π.Α. (03), Ουκρανία (195), Βουλγαρία 
και Ρουμανία (191). 
Η Ελληνική ομάδα πήρε µέρος µε τους μαθητές: ΗΠ. Μπρέγιαννη (Αργυρό µετά]λ- 
λιο), Αντωνακόπουλο Σπ. (εὔύφηµος μνεία), Μιχαλάκη Σπ. (εύφημος μνεία). Ρόκα 
Κ.. (εύφηµος μνεία), Κουμά Α. και Μπουρνή O. Αρχηγός της ομάδας ήταν ο κ. 
Μιχάλης Λάμπρου και υπαρχηγός οκ. Αδάμ Αγγελής, 


ΠΗΡΟΒΛΗΜΛ 1 

Στο καρτεσιανό επίπεδο τα σηµεία µε ακέραιες συντεταγμένες είναι 
κορυφές τετραγώνῶν µε πλευρά μήκους ένα. Τα τετράγώνα αυτά γρῶ- 
µατίζονται εναλλάξ μαύρα ἡ άσπρα (όπως σε µία σκακιέρα). 

Για κάθε ζεύγος γνήσια θετικών ακεραίών πι και η, θεωρούμε ένα 
ορθογώνιο τρίγῶνο για το οποίο ισχύουν ότι; 

i) οι κορυφές του είναι σηµεία µε ακέραιες συντεταγμένες 

Π) οι κάθετες πλευρές του βρίσκονται κατά μήκος τών πλευρών 
τῶν παραπάνω τετραγώνων 


Π) οι κάθετες αυτές π]ευρές έχουν μήκος πι η µια και π η άλλη. 


Ἑστῳ δι το συνολικό εμβαδόν εκείνου του τμήματος του τριγώνου 
που είναι γρώματισμένο μαύρο και έστω 8, το συνολικό εμβαδόν εκεί- 
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νου του τμήματος του τριγώνου που είναι χρωματισμένο άσπρο. Θέ- 
τουµε Είπα, η) ⸗ 1, -- 54. 
α) Χα υπολογίσετε τα [ίπι, π) για κάθε ζεύγος γνήσια θετικών ακε- 


ραίΐων πι και η οἱ οποίοι είναι είτε και οι δύο άρτιοι είτε και οι δύο πε- 
ριττοί. 


β) Να αποδείξετε ὅτι για κάθε ζεύγος γνήσια θετικών ακεραίων πα, 
π ισχύει {ίπι, π) ς maxlm. nj. 


Υ) Χα αποδείξετε ότι δεν υπάρχει σταθερά « τέτοια ώστε για κάθε 
ζεύγος γνήσια θετικών ακεραίων πα, η να ισχύει Είπα, η) «ς, 


Λύση 

(α) Ἔστω ΑΒΟ το ορθογώνιο τρίγωνο του οποίου οι κάθετες πλευρές 
έχουν ακέραια µέτρα και οἱ κορυφές του είναι κορυφές των δοσµένων τε- 
τραγώνων µε Α Ξ 90”, ΑΒ -πικαι ΑΟ Ξπ., Ας θεωρήσουμε το m χ η ορθο- 
γώνιο ABDC., ὁπῶς φαίνεται στο σχήμα |, 


Β D 


σχήμα 125 


Ἔστω ένα τυχαίο πολυγώνο Ρ και ας συμβολίσουµε µε 5/{Ρ) το µέρος 
της επιφάνειας του P. που είναι χρωματισµένο μαύρο και µε S.P το µέρος 
της επιφάνειας του Ρ, που είναι χρὠματισμένο άσπρο. 

Όταν τα m και η είναι και τα δύο άρτια ἡ και τα δύο περιττά ο χρωμα- 
τισµός του ορθογωνίου έχει κέντρο συμμετρίας το µέσον τῆς υποτείνουσας 
BC. Τότε έχουµε; (ΑΒΟ) Ξ 5ΜΒΟΡ) και δ/(ΑΒΟ) - 5/ΒΟΓΡ). 


Επομένως fim. ϱ) ΞΙ5ΚΑΒΟ) --5(ΛΒΟ) --ΗΣ(ΛΒΡΟ) --5(ΑΒΡΟ). 


Παρατηρούμε ότι Γίπι, η) Ξ 0 όταν πι και π εἶναι και τα δύο άρτια και 
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| ή Φ 
[ίπι, η) Ξ 5 όταν τα πι και η είναι και τα δύο περιττά. 


(β) Ἔστω τώρα ότι το m είναι περιττό και το n άρτιο. Ας θεωρήσουμε ένα 

σηµείο Ι. στην ΑΒ τέτοιο ώστε ΑΙ.- πι -- | ὅπως φαίνεται στο σχήµα 2. 
Αφού ο πι - Ἰ είναι άρτιος, έχουµε ότι ſim - Ἱ,. π) Ξ 0 και 

SCALC) (ΑΙ). 

Επομένως Ππι, η) ΞΙ»ΚΑΒΟ) - ΣΚΑΒΟ) Ξίδ/ιΒΟ) - δΗ41ΒΟΙ 5ς 


Εμβαδόν (1.80) -- maxlm. aj. 


η 


σχήμα 126 


(Υ) Ας υπολογίσουμε το {2κ -- 1, 2Κ). Ὁπως και στο (β) θα θεωρήσουμε ἑ- 
να σηµείο L στην ΑΒ, τέτοιο ώστε ΑΙ. — 2κ. Αφού [Π2κ. 2Κ) - 0 και 
5/1ΒΟ)- ΣΚΑΙ 0), έχουµε ὅτι Π2κ -ε 1. 2Κ)ΞΙ5ΙΒΟ) - δ41ΒΟ)) 

Το εμβαδόν του τριγώνου ΤΒ6 είναι κ. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, 
θεωρούμε ότι η διαγώνιος LC διέρχεται µόνο απὀ μαύρα τετράγωνα (δες το 
ακόλουθο σχήµα 3). Τότε το µέρος του LBC που είναι χρωματισμένο ἆ- 
σπρο αποτελείται απὀ τα τρίγώνα BLXM Μι [νι Ντι τν ον Μι Ν/. τα 
οποία είναι όμοια µε το ΒΑΟ. Το συνολικό εμβαδόν που καταλαμβάνουν 
είναι: 


1 οκ ΙαΥ κ. ών 
ΡΟ Σεντ) ή 2κ ) η. 
: 4Κ -- ] 


— 
2κ-- ! 


Επομένως 5/80) -Κ--τσ κα 36 h xcitx· l.2y-⸗ 


Η συνάρτηση αυτή παίρνει αυθαίρετα µεγάλες τιμές. 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

Ἔστω τρίγώὠνο ABC του οποίου η μικρότερη γωνία είναι η Λ. Τα 
σηµεία Β και C διαιρούν τον περιγεγραμµένο περί το τρίγώωνο ABC κύ- 
κλο σε δύο τόξα. Στο τόξο Β6 που δεν περιέχει το Α παίρνουμε ένα ση- 
µείο U, διαφορετικό απότα Βκαις. 

Ἔστω ότι οἱ µεσοκάθετες τῶν ευθυγράµµων τμημάτων ΑΒ και AC 
τέµνουν την ευθεία AU στα σηµεία V και ἨΝ αντίστοιχα. Έστω ακόµα 
ότι οι ευθείες ΒΥ και ΟΝΝ τέμνονται στο σηµείο T. Να αποδείξετε ὅτι ι- 
σχύειλ.) - ΤΕ «το. 


Λύση 

Ας συµβολίσουμµε µε Ὁ και ο τις διαµέτρους που είναι µεσοκάθετες των 
ΑΒ και Ας αντίστοιχα και ας ορίσουµε έναν προσανατολισμό για τα τόξα. 
Τότε ο συμβολισμός ΡΟ ορίζει ἑνα μοναδικό τόξο του κύκλου. 

Ἔστῳ X. Υ τα σηµεία στα οποία τέµνουν τον κύκλο οἱ ευθείες ΒΝ και 
CV αντίστοιχα. Τότε Υς -- ΑΙ΄ και ΧΒ - ΑΙ) λόγω συμμετρίας. Συνεπώς, 
ΧΒ - Υς, οπότε οι χορδές ΒΧ και ΥΟ είναι συμµετρικές ως προς τη διάµε- 
τρο ἆ, που διέρχεται απὀ το μέσον του τόξου ΒΥ (σχήμα 4). 

Αφού το σηµείο Τ ανήκει στη µεσοκάθετο ἆ των ΒΥ και CX, προκύ- 
πτει ότι ΤΗ -- ΤΥ καιΤς - ΤΧ. 

Επομένως, ΑΙΓΞΒΧΞΒΤ.ΤΧ-ΤΕΒ «Το. 
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σχήµα 125 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 
Έστω χι. Χν. ..., Χ, πραγματικοί αριθμοί «που ικανοποιούν τις συν- 
η -- 1 
3 . 
Χα αποδείξετε ότι υπάρχει μετάθεση γγι Ὑγν ειν Ἡν ΤΩΝ Χι. Χνν νιιν ἂν 
τέτοια ώστε να ισχύει: 





θήκες χι HX, Ε... Ἐ χι Ξξ και κ ς για -- 1, 2... η. 


γι 27. - ... γι) «πα 
Λύση 
Σε κάθε μετάθεση π -- (γι, Υγι «νι ἣν) τῶν Χι, Χιι ..ι, Χ, αντιστοιχούµε 
την τιµή ο(π) που εκφράζει το άθροισμα γι -- 2γ,  ηγ. Ἑστω 
{- τα. Πρέπει να αποδείξουµε ότι |5(π)! Ξτ, για κάποια μετάθεση π. 


Ας θεωρήσουμε την ταυτοτική μετάθεση πρ (Χι, Χιι «ιν κι) και την ᾱ- 
ντίστροφη μετάθεση πξ (Χ,, Χ,. µε «ειν Χι). Αν SiM ε τή Ι5(π)] στ, τότε ο 
ισχυρισμός είναι αληθής. Έστω ότι Ιδίπῃ)) Στ και |5(π)! τ. Τότε: 

ο(πῃ) -- SCGG) 2Xx, ... πα) Εκ, 2Χ,-ἰΕ... πχ) - 
(πας κι ειν Ἔ κι) 
επομένως έχουµε ότι [δίπρ) -- δ(π)! -- ( n -- 1) -- 25, Αφού καθένας απὀ τους 
αριθμούς έπη), δ(π) ξεπερνά κατ απόλυτη τιµή το τ, θα πρέπει να είναι ε- 
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τερόσηµοι, δηλ. ο ένας θα είναι μεγαλύτερος του τ, ενώ ο άλλος μικρότερος 
του --{, 

Ἐεκινώντας απὀ την πῃ, μπορούμε να κατασκευάσουµε μεταθέσεις µε 
συνεχείς εναλλαγές διαδοχικών στοιχείων. Πιο συγκεκριµένα υπάρχει µία 


ακολουθία µεταθέσεων πῃ, πι. ..., πμ τέτοια ώστε π,, Ξ π και για κάθε 
Γε [0 ν.νν πα -- Ε], η μετάθεση πα, ι προκύπτει από την π, µε εναλλαγή δύο 
διαδοχικών της όρων. 


Επομένως, για τις δύο μεταθέσεις πι -- {γι. Υγν νενν δρ} και 
π.,Ξ {7 Ζ., ..., 2) θα υπάρχει ένας δείκτης κε {1, ...νπ-- ΕΙ τέτοιος ὦ- 
στε;: 

δι Ξ Υιι κνιΞγ2ΞΥ] για] κκ]. 
Αφού οι αριθμοί xĩ δεν ξεπερνούν κατ' απόλυτη τιµή το τ, θα έχουμε ότι 


ία.) - Σπ] ΞξίΚ (κ. Κι (κ γι Ξνκ-νκκ 5 


γι) Φ [γεν ι] 5 2Γ. 

Συνεπώς, η απόσταση μεταξύ δύο διαδοχικών όρων της ακολουθίας 
ο(πη), (πι). εν. (ας) δεν ξεπερνά το 2Η, 

Όμως οι πραγματικοί αριθμοί δέπρ), δίπ,,) βρίσκονται εκτός του δια- 
στήµατος [--τ, τ] και είναι ετερόσηµοι. Συνεπώς, ένας τουλάχιστον απὀ τους 
Ῥ(π) θα ανήκει στο διάστηµα αυτό, δηλ. |δίπι)] Ἑ τκαι έχουµε αποδείξει το 
ζητούμενο. 


ΠΡΟΒΛΗΜΛ 4 

Θεωρούμε ῃ κ π τετραγωνικούς πίνακες που όλα τα στοιχεία τους 
ανήκουν στο σύνολο δ- {1. 2... 21 -- Τ). Ένας τέτοιος πίνακας ονοµά- 
ζεται ᾿"ασημένιος" αν, επιπλέον, ἔχει την ιδιότητα: πια κάθε 
Γ-- , 2... π. τα στοιχεία της i γραμμής του µαζί µε τα στοιχεία της | 
στήλης του περιέχουν όλα τα στοιχεία του Ο. 
Να αποδείξετε ότι; 


. δεν υπάρχει ασηµένιος πίνακας στην περίπτωση η -- 1997, 


Π, υπάρχουν άπειρες το πλήθος τιµές του ῃ ια τις οποίες υπάρχουν 
ασημµένιοι πίνακες. 

Απόζὂειζη 

() Ἑστῳ π Σ 1 ένας ακέραιος. Ας υποθέσουμε ὅτι υπάρχει ένας "αση- 
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µένιος” πίνακας Α π χπ. Ἑστω κ ένα σταθερό στοιχείο του συνόλου 
II. 2, ιν, 21 — L, το οποίο δεν ανήκει στην κύρια διαγώνιο του πίνακα Α. 
(Ένα τέτοιο στοιχείο υπάρχει, αφού το πλήθος των στοιχείων του πίνακα ε- 
ναι 2η -- 1, ενώ η διαγώνιος αποτελείται από π). Την ένωση τῶν στοιχείων 
της 1--γραμμής και της ἵ--στήλης θα την καλούμε "ἷ- σταυρό". Το δοσμένο 
στοιχείο κ θα εμφανίζεται ακριβώς µια φορά σε κάθε σταυρό. Αν λοιπόν το 
Χ βρισκεται στην {--γραμμή και στη Ἱ-στήλη, τότε θᾳ ανήκει ταυτόχρονα 
στον ”" ἱ-σταυρό” και στον " |-στανυρό". Θα λέμε τότε ότι οι δύο αυτοί 
σταυροί είναι "χ--συνδεδεμένοι". (Π.χ. στον ακόλουθο πίνακα Α ο 1" καιο 
4" σταυρός είναι 6- συνδεδεμένοι). Επομένως, όλοι οι η σταυροί σχηµατί- 
ζουν ζεύγη κ-συνδεδεμένα, άρα ο π πρέπει να είναι άρτιος, ενώ ο 1997 εἰ- 
ναι περιττός. 
2 
(1) ΓιαηΞ2ο πίνακας, , ' ναι "ασημένιος”, Για η Ξ- 4 έχουμε 


τους 
1256 Ι 245 
ο σετ. 
Απ ςι οὗ" τςια 
4 11 6 4 2 | 


Η κατασκευή τέτοιων πινάκων γενικεύεται, Ἑστω ότι υπάρχει ἑνας 
n κπ "ασημένιος" πίνακας Α. Τότε μπορούμε να κατασκευάσουµε έναν 


Α Β 
2η κ 2 "ασημένιο" πίνακα Ὁ της µορφής: Ὦ -- | σ Α | ὅπου ο Β είναι ο 


η κ Π πίνακας, που προκύπτει αν σε κάθε στοιχείο του Α προσθέσουμε το 
2Η, ενώ ο C προκύπτει αν στον πίνακα Β αντικαταστήσουμε όλα τα στοιχεία 
της κύριας διαγωνίου του µε 2π. Τότε ο πίνακας D που προκύπτει είναι 'ᾱ- 
σημένιος”. 

Για να το αποδείξουμε ας θεωρήσουμε τον "ἷ--σταυρό” του Ὦ και ἑστω 
ότι! Sn (η άλλη περίπτωση αποδεικνύεται όμοια). Ο σταυρός αυτός αποτε- 
λείται απὀ τον "Ἱ- σταυρό” του Α. την ἱ-γραμμή του Β και την ἵ--στήλη του 
ο, Ο "σταυρός" του Α περιέχει όλα τα στοιχεία του συνόλου 
[1 2. . 21 -- Τ], ενώ η {-γραμμή του Β και η ἱ-στήλη του C περιέχουν ὁ- 
λα τα στοιχεία του συνόλου {2π,2π- 1. .... 4η -- Τ]. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 
Χα βρεθούν όλα τα διατεταγμένα ζεύγη ία. β) ακεραίώναΣ21.β21, 
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που ικανοποιούν την εξίσωση — 8 


Λύση 

Ἔστω ία, β) µία λύση της εξίσωσης και ἆ ο μέγιστος κοινός διαιρέτης 
των α, β. Τότε α -- du και β -- ἄν, όπου α, ν είναι σχετικά πρώτοι. Η δοσµένη 
εξίσωση είναι ισοδύναμη µε την ακόλουθη: 


(άω)ή (άν) (1) 


Συγκρίνοντας τους εκθέτες ἂν” και µ, προκύπτουν οι ακόλουθες περι- 
πτώσεις, 


Περίπτωση I. ἀν΄ --α 

Τότε απὀ την (1} έχουµε õti u ⸗ ν. Αφού οἱ µ, ν είναι σχετικά πρώτοι 
θα έχουµε ότι -- ν - ! και απὀ την dyꝰ --α προκύπτει ότι ἆ -- 1. Επομένως, 
αξΞξβ- 1. η οποία είναι λύση της (1). 


Περίπτωση 2. ἄν΄ 


Τότε η (1) γράφεται ως εξής: ἆ αν τν μόνος ψ' (2) και έχουµε ὅτι το 


ἀν΄ διαιρεί το ν᾿. Αφού οι α, ν είναι σχετικά πρώτοι, έχουµε ότι αἱ -- 1 και η 
2 
(2) γίνεται αι |-ν (3). 

Αν ἆ -- 1 τότε λόγω της (3) θα είναι και ν -- 1 και η ανισότητα ἀν΄ νι 
είναι αδύνατη. Για ἆ 2 2 έχουµε ότι αν"! 2 2 -ὰ δν, για 
νΞ 1, 2.3,... και η ανισότητα αυτή έρχεται σε αντίφαση µε την (3), οπότε 
δεν υπάρχουν λύσεις στην περίπτωση αυτή. 


Περίπτωση 3. αν «αι 

Οπότε ἆ «ι. Τότε η (1) ών ως εξής: ων - F . (4) και ἑ- 
χουμε ότι το ν’ διαιρείτο αἱ’, Αφού οι πι, ν είναι σχετικά πρώτοι, προκύπτει 
ότιν -- Ι και η (4) γίνεται αἱ -- 4" ο (5) 

Οι βάσεις της εκθετικής αυτής εξίσωσης ικανοποιούν την ανίσωση 
ἆ «ια, επομένως οἱ εκθέτες θα έχουν την αντίθετη διάταξη, δηλ. «ι -- ᾱ. 

Λόγω της (5), κάθε πρώτος διαιρέτης p του ἆ, θα είναι και πρώτος διαι- 
ρέτης του u. Θεωρώντας y. Ζτους µέγιστους εκθέτες για τους οποίους ισχύ- 


383 Αιεθνή Μαθηματική Ολυμπιάδα 1997 383 


ει ότι plu. ρ΄ 4, έχουµε λόγω της (5) ότι γά -- Ζ(α -- 4), οπότε Υ Σ 7. Επομέ- 
νως το ἆ διαιρεί το α, δηλ. u -- Κά, για κάποιον ακέραιο Κ. Παρατηρούμε ότι 
κ 32 3, καθώς η Σ 24. Αντικαθιστώντας όπου u - Κἀ στη σχέση (5), έχουµε 
ότι 

κά” (6). 


Τότε το ἆ δεν είναι 1. Επομένως, ἆ 2 2. 
Αν κ- 3, τότε λόγω της (6) είναι ἆ - 3, οπύτευ-θο,α- 21,β- 3, 


Αν Κ - 4, τότε λόγω της (6) είναι 4-4, οπύὐτεά-2,ι-θ8.α - 16. 
β-:2. 
ΑνΚ25,τύτεά 322» Κκαι η (6) είναι αδύνατη. 


Επομένως η εξίσωση έχει τρεις λύσεις: (ία, β) Ξ (1, 1), (27. 3) και 
(16, 2]. 


ΠΡΟΒΛΗΝΙΛό 

Ἔστω Π γνήσια θετικός ακέραιος. Συµβολίζουμε µε Γίπ) το πλήθος 
των τρόπων που µπορεί να παρασταθεί ο π ὡς άθροισμα δυνάμεων του 
2 µε ακέραιους εκθέτες οι οποίοι είναι μεγαλύτεροι ἡ ίσοι από το μηδέν. 

Παραστάσεις οἱ οποίες διαφέρουν µόνο ὡς προς τη διάταξη των 
προσθετέων, θεωρούνται ὡς ταυτόσημες, Παραδείγματος χάριν ισχύσει 
{(4) -- 4. διότι ο αριθµός 4 µπορεί να παρασταθεί µε τους ακόλουθους 
τέσσερις τρόπους: 

4ἡ2ο2ἡλε] ελ ἠ ΤΙ 1 -ς 1. 


2 


η μα) 
Να αποδείξετε, ότι για κάθε ακέραιο ῃ 2 ισχύει 23 «(21 «234, 

Απόδειξη 

Αν η Ξ 2κ - 1 είναι ένας περιττός αριθμός μεγαλύτερος του 1, τότε κά- 
θε αναπαράσταση του ῃ στη δοσµένη µορφή θα έχει προσθετέοτο "Τ". Σβή- 
νοντας το "1 θα έχουµε µία αναπαράσταση του αριθμού 2Κ και αντιστρό- 
φως. Έχουμε λοιπόν την ακόλουθη αναγωγική σχέση: 

Γ(2κ -ε 1) -- 2) (1) 

Επιπλέον, αν π Ξ 2κ είναι ένας άρτιος ακέραιος, τότε κάθε αναπαρά- 
σταση του η στη δοσµένη µορφή θα έχει δύο τύπους: είτε θα περιέχει προ- 
σθετέους ίσους µε l ἡ όχι. Στην πρώτη περίπτώση σβήνοντας ένα "1" έχου- 
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µε µία αναπαράσταση του 2Κκ -- 1 ὅπως προηγουμένως, Επομένως, έχουµε 
µία | -- 1 σχέση τῶν αναπαραστάσεων l τύπου του 2Κ και όλων των ανα- 
παραστάσεων του 2κ -- 1. Στην περίπτωση του 2" τύπου αναπαραστάσεων 
(χωρίς προσθετέους ίσους µε "]"), μπορούμε να διαιρέσουµε όλους τους 
προσθετέους µε 2 και να επιτύχουμε µία αναπαράσταση του Κ και η αντι- 
στοίχιση αυτή είναι ] -- 1. Έχουμε λοιπόν την ακόλουθη αναγωγική σχέση: 
(2) -- Γκ -- 1) -- ΠΚ) (2) 
Οι σχέσεις (1) και (2) ισχύουν για κάθε ακέραιο Κ 2 1. Προφανώς, 
1) --Ι. 
Ας θέσουµε Π0) -- 1, ώστε η σχέση (1} να ισχύει και για Κ -- 0. Από τις 
(1) και (2) προκύπτει ότι η συνάρτηση Γ είναι αὐξουσα. 
Αντικαθιστώντας στη (2) το {(2κ -- 1) µε Π2κ -- 2) --λόγω της (1]-- κα- 
ταλήγουµε στην εξίσωση: 
[(2κ)-Ποκ-2)ΞΠΟ,γιακ51,2,3.... 
Προσθέτοντας τις σχέσεις αυτές για ΚΞ 1, 2, ..., Ἡ, έχουµε την ακόλου- 
θη εξίσώση: 
(2η) Ξ Γ(0) -- 1} τε... Ππ)γιαπ- 1.2.3... (3) 
Θα υπολογίσουμε κατόπιν τα ζητούμενα φράγματα της ακολουθίας 
(211. γιαπ- 1,2... 


Ο υπολογισμός του άνω φράγµατος είναι εὐκολος, καθώς οι προσθετέοι 
στη σχέση (3) είναι όλοι μικρότεροι απὀ τον τελευταίο. Επιπλέον, αφού 
2Ξ{(2)5ς [ίπ), για π 2 2, έχουµε ότι 


[(2η) Ξ2 * (62) τε... 0) 52 επ -- Ελ (π) τί(π) -ε (π-- 1) (η) -- π[(η), για 
πΞ 2,3,04,... 


Συνεπώς, 
(23) «23 ὃν «ἂν ὴ ο. 4 αθὸ ιν 1 J ⸗2* J. 2* 3 ———9 — 
λα λεία ο)... | {(2) — 


22 
Ahoohꝰ 2 -2-22,γιαν 23, έχουμε αποδείξειτο άνω φράγμα. 


Για το κάτω φράγμα θα αποδείξουµε πρώτα ότι: 
[(0 -- 1) -- 0) 2 Πα -- 1) -- ἴα) (4) 
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όπου b 20 ακέραιοι είτε και οι δύο άρτιοι είτε και οι δύο περιττοί, 


Πράγματι, αν οι α και Ὁ είναι και οι δύο άρτιοι, τότε λόγω της (1) θα ἑ- 
χουμε μηδενικά και απὀ τα δύο µέλη της (4), ενώ αν είναι και οι δύο περιτ- 
τοί, τότε λόγω της (2) θα έχουµε 


{ον 1) Πο } Πα» πω (πα) 


ισχύει αφού η Γείναι αὐξουσα. 





και η ανισότητα (4) 


Ας θεωρήσουμε τους ακεραίουςγ2κ 2 1, όπου τάρτιος. Με διαδοχικές 
αντικαταστάσεις στην (4) των αριθμών αξγ- 1, ῦξ {για {Ξθς.. Κ-λ 
και προσθέτοντας τις ανισότητες που προκύπτουν, καταλήγουμε στην 
[( -ε κ) -- (5 Πτ-- 1) - Πτ-- κ-ς 1). 

Αφού ο Τ είναι άρτιος, θα έχουµε ὅτι fur -— 1) Ξ- Πιτ, επομένως 
fu κ) ς--κ-- 1) 2 2Ητ),γιακ- ἰ. ...ι τ 

Προσθέτοντας τις ανισότητες για κ Ξ- Ἰ, ..ι τ έχουμε ότι: 
(1) -- (2) εκ... (21) 2 2πῇ(τ). 

Λόγω της (3) το άθροισμα του δεξιού μέλους της ανισότητας ισούται 
µε {(4τ] -- 1, οπότε 

{(4τ) 5 Ὀτί(τ) -ε ἵ » 2τ[(τ), για κάθε ακέραιο 22. 

Θέτοντας τ- 232 έχουµε ότι (23) 5 21.2} (5) 

Για να εξασφαλίσουµε ότι οτ-- 2" είναι άρτιος θα πρέπει πι 5 2, ὦ- 
στόσο η (5) ισχύει και για πῃ -- 2. 

Ας θεωρήσουμε κατόπιν έναν ακέραιο η µεγαλύτερο του 1, Έστω 5 θε- 
τικός ακέραιος τέτοιος ώστε 25 5 π και ας εφαρμόσουμε την ανισότητα (5) 
γιαΠΙΞΠ,Π-- 1, ... Π-- 25-32, οπότε παίρνουμε 


να ο αιώνος πν όν άν ν αμ — 


γα” λεία λε. εί - 2 22) κα λί3-5) να 


Αν τώρα ο π είναι άρτιος, θέτουµες5- ον 


ενώ αν ο π είναι περιττός θέ- 
rovue s⸗ A 


Προκύπτουν τότε οι ανισότητες: 
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8 ον 5-1) 
(20) 5234 «Ι29) -23, αν ο π εἶναι άρτιος [(23) » «2)) -- 
μα -- 1) ο 


2 4 -23224,ανοΠ είναι περιττός, 


Ἔχουμε λοιπόν υπολογίσει το ζητούμενο κάτω φράγμα για κάθε ακέραιο 
π 2 2 (το οποίο επίσης ισχύει καιγια η -- 1). 





. 
* 4 ο 
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Τόπος Διοργάνώσης: Ταῖβαν (Ταϊπόι) 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: Jen Chung Chuan (ΠΙαν/μιο Tsing Hua) 
Συμμετοχή: 76 χώρες µε 6 το πολύ µαθητές η καθεμία 
Νέες Συμμετοχές: -- 

Μέγιστη Βαθμολογία: 42 βαθμοί ανά μαθητή 

Οι δ πρώτες χώρες: [ράν (211). Βουλγαρία (195), Κίνα (223), 


Ουγγαρία και Η.Π.Α. (156), Ταῖβαν (154], 

Ρωσσία (175], Ἰνδία (174). Ουκρανία (166). 
Η Ελληνική ομάδα πήρε µέρος µε τους µαθητές: Η. Μπρέγιαννη (Αργυρό 
μετάλλιο), Ρωμανό- Διογένη Μαλικιώση (Αργυρό μετάλλιο), Θ. Ματσούκα 
(Χάλκινο μετάλλιο), Θ. Μπουρνή (εὐφημος μνεία), Α. Παναγιωτίδη και K. 
Ρόκα. Αρχηγός της ομάδας ήταν ο κ. Θεόδωρος Μπόλης και υπαρχηγός ο κ. 
Ευστράτιος Ράππος, 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 

Σε ένα κυρτό τετράπλευρο ABCD οι διαγώνιοι Ας και BD είναι 
κάθετες μεταξύ τους και οι απέναντι πλευρές ΑΒ. DO δεν είναι παρά)- 
ληλες. Ὑποθέτουμε ότι το σηµείο P, όπου οι µεσοκάθετες τῶν πλευρών 
ΑΒ και DOC τέμνονται, βρίσκεται στο εσωτερικό του τετραπλεύρου 
ABCD. Να αποδειχθεί ότι το τετράπλευρο ABCD είναι εγγράψιµο σε 
κύκλο αν και µόνο αν τα τρίγώνα ΑΒΡ και ςΒΡ έχουν ίσα εμβαδά. 


Λύση (1 τρόπος) 

Ἔστω E το σηµείο τοµής των Ας, BD. Χωρίς βλάβη της γενικότητας 
υποθέτουμε ότι το σημείο Ρ βρίσκεται στο εσωτερικό του τριγώνου BEC. 
Έστω ΑΒΕ Γ ΦΚκαι Α.ἨὉ -0. 

Αν Μ και Ν είναι τα µέσα των ΑΗ και CD αντίστοιχα, τότε ΡΜ ἰ ΑΗ 
καιΡΝ | CD καιτα τρίγῶνα ΑΒΡ CDP είναι ισοσκελή. 
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Σχήµα 129 


Φέρουμε την ΕΜ που είναι διάµεσος ορθογωνίου τριγώνου οπότε 
BEM G. AME 29, ΕΜΡ - 005 -2φ. 


Όμοια «ΕΝ -θ, ΏΝΕ --26, ΕΝΡ --90: - 28. 
Ἆρα MENS φ”0, οπότε . * 

ΝΡΜ Ξ 3607 -(ΕΜΡ -- ΜΕΝ ΕΝΡ) - 905 -φ--θ- ΜΕΝ. 
Επειδή ΑΒ - 2ΕΜ και ΒΏ Ξ 2ΕΝ, έχουµε (ΑΒΡ) - (60ΡΡ) αν, και μόνο 


ΤΝ. ΡΜ -- ΕΝ. ΕΜ ΡΝ 

ΕΜ.ΡΜ - ΕΝ.ΡΝ ή Ἐν ΡΜ’ 
το οποίο είναι ισοδύναμο µε το ισχυρισμό ότι τα τρίγωνα ΕΜΝ και ΡΝΜ να 
είναι όμοια, 


Αυτό ισχύει αν και µόνο αν, ΕΜΝ Ξ ΡΝΜ και ΕΝΜ Ξ ΡΜΝ, το οποίο 
σηµαίνει ότι το ΕΜΡΝ είναι παραλληλόγραμμο. Αλλά επειδή οι απέναντι 
γωνίες του στα Ἐ και Ρ είναι πάντοτε ίσες, είναι παραλληλόγραμμο, αν, και 
µόνο αν ΕΜΡ Ξ ΕΝΡ «» 00” -2φ- 905 -2θς«» φζὋθκς» το ABCD είναι 
εγγράψιµο. 


2 "τρόπος 

Θεωρούμε ένα σύστημα συντεταγμένων µε άξονες πάνω στις πλευρές 
AC και ΒΏ, οπότε οι συντεταγμένες των Α, Β, 6, Ὦ είναι (0, α), (β. 0), (8, 
Υ) και (ὅ, 0) αντίστοιχα. 

Λύνοντας το σύστημα των εξισώσεων 2βχ - 2αν - β - αἲ και 
2ὃχ -2ΥγΥ --δ' -Υ’ βρίσκουμε τις συντεταγμένες του σημείου Ρίκο, γ0): 
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* «γ(β’ - αἲ) -- α(δ” - Υ’) νο Q - αἲ) -- β(δ᾽ - Υ’) 
. 2(αδ - βΥ) 2(αὃ - ΒΥ) 
[αὃ -- βΥ --0 επειδή οι ΑΒ, CD δεν είναι παράλληλες]. 


Το σηµείο Ρ είναι στο εσωτερικό του ABCD, οπότε τα σηµεία A, B. Ρ 
καις͵ Ὁ, Ρ έχουν τον ίδιο προσανατολισμό. 











ϱ α | ο 
Έτσι, (ΑΒΡ) Ξ- (6ΏΡ) «» 0 1 - ο ο 
χο Υυ | χο γο |ἱ 


«»αχο " βγυ - αβ ⸗ Yxo* ὄγο - Υδ. 
Αντικαθιστώντας τα xo. γα προκύπτει 


(αγ -βδ)[ία-γ) τ(ρ-δ]50. 


Επειδή ὁμως τα α, Υ και β, ὃ έχουν αντίθετα πρόσηµα, ο δεύτερος πα- 
ράγοντας εἶναι πάντα θετικός, οπότε (ΑΒΡ) - (0ΏΡ) αν και µόνο αν 
αγ βὸ «» ΑΕ (ΕΞ ΒΕΡΕ «» ABCD εγγράψιµο. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 

Σε ένα διαγωνισμό υπάρχουν α υποψήφιοι και Ὁ κριτές, όπου Ὁ 2 3 
είναι ένας περιττός ακέραιος, Κάθε κριτής βαθμολογεί τον κάθε Όπο- 
ψήφιο µε «επιτυχία» ή «αποτυχία». Ὑποθέτουμε ότι ο κ είναι ἑνας αριθ- 
µός τέτοιος ώστε. για κάθε δύο κριτές, οι βαθμολογίες τους συμπίπτουν 
για το πολύ κυποψηφίους, Να αποδειχθεί ότι . 2 5. 

Λύση 

Θα μετρήσουμε το συνολικό πλήθος «συμφωνιών» μεταξύ των κριτών 

Ὀ 

µε δύο τρόπους, Καταρχήν, επειδή υπάρχουν 2 ζεύγη κριτών και κάθε 
ζεύγος συμφώνεί το πολύ σε κ υποψηφίους, ο συνολικός αριθµός «συμφῶ- 
Ρ 
2 

Από την άλλη, για τον 1 υποψήφιο (1 ςἰς α) υποθέτουμε ὅτι κ, κριτές 
τον έχουν βαθµμολογήσει µε «επιτυχία» και Ὑι µε «αποτυχία», όπου 


ΧιΕΥΙ/ΞΕΡ. Τότε ο αριθμός τῶν ζευγών κριτών που συμφωνούν σε αυτόν τον 
υποψήφιο είναι 


νιών» είναι το πολύ 
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(α ή. α]λω κ νά — 
2 2 2|2 
[(ο- 1 - 1] 

Επειδή το Ὁ είναι περιττός, αυτό το κάτω όριο µπορεί να γραφεί ὡς 
0 -) αφού το αριστερό µέλος είναι πάντα ακέραιος, 


νι ὄννα ὁς κ[2}» Σ[ 2) ση 


— 


[Παρατήρηση: η ανισότητα είναι γνήσια, δηλαδή δεν ισχύει ποτέ η ι- 
σότητα.] 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Για κάθε θετικό ακέραιο π συμβολίζουμε µε ἁ(π) τον αριθµό των 
θετικών διαιρετών του π (συμπεριλαμβανομένων του 1 και του π). Να 
βρεθούν όλοι οἱ θετικοί ακέραιοι κ για τους οποίους υπάρχει κάποιος η 


τέτοιος, ώστε να ισχύει * Ξ κ. 
Λύση 


ΑνηΞξΡι Ρο)... Ρς όπου ΡΙ, Ρ1, ...Ρ, διαφορετικοί πρώτοι, τότε το 
πλήθος τῶν διαιρετών του είναι ἁ(π) -- (κι -- 1) (κο 1)... I) οπότε 
ἀπ) (οκι 1) ὢκ, 1)... (οκ. -- 1), δηλαδή ο ἀ(π3) είναι περιττός, 

2 

Από τη σχέση η] Ἔκ παίρνουμε ότι και οι din) και κ πρέπει να είναι 
περιττοί, 

Θα αποδείξουμε ότι όλοι οι περιττοί κ μπορούν να γραφούν στη µορφή 
4(12] * 
πω) για κάποιο η, 

2 

Τοκτς] γράφεται, αφού τμ” .. 

Ὑποθέτουμε ὅτι το κ είναι ένας περιττός 5 1, και ότι όλοι οι περιττοί ⁊ 
κ γράφονται σε αυτή τη µορφή. 

Θα αποδείξουμε ὅτι και το κ γράφεται σε αυτή τη µορφή, 
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Θέτουµε κ 2'πι - 1, όπου πι περιττός, πι «κ. 


2 
Θα υπάρχει φυσικός ηῃ τέτοιος ώστε —* Ξ 
Θεωρούμε τους αριθμούς χοΞ (2' - πι - 1, ΧιΞ 2 Χρ για [ξ 1, 2...., Τ. 
Ἔστω Po. ΡΙ, ... Ῥι. Ι διαφορετικοί πρώτοι που είναι σχετικά πρώτοι µε 
το Πρ. 
Τότε ο αριθµός η Ξ ρορι ρ.ι ' π είναι ο ζητούμενος. 
2 2 
Πράγματι, 4(η2) χα] χι τΙ ὄχι ἀπ) 
din) ο. χι {| ΧΕΙ dino) 


πι. 


Φ 41 *44 
ο (αφού Χιιιξ 2χὴ 
χοροί χι ἱ χι. | 


δολ. 
η Έ | (27 « "πι 
{ { 

22 —— — —4 
“αν 2 -] 

Ξ2απι-ἹΞκ 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4 

Να βρεθούν όλα τα ζεύγη ία, b) θετικών αριθμών τέτοιων ώστε ο 
αριθµός α δα h να διαιρείται µε τον αριθµό ah?ꝰ 7. 

Λύση 


Αν ο αριθµός αρ -- α b διαιρείται απὀ τον α’ - Ὁ 7 τότε το ίδιο 
συμβαίνει και για τον αριθµό 


(αρ --α  Ὁ) - α(αο: 7) - 5 - Τα 


Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
» Ὁ) -Τα520. 

Τότε θα έχουµε Ρ)- Τα Σαδ' 0 7, αφού ο αὐ’ 7 διαιρεί τον 
ϱ) - Τα, το οποίο είναι αδύνατο, αφούγιααΣ 1, ο - Τα αὖὶ -Ὁ 7. 
» Ὁ)-7αξθ 

Τότε το 7 διαιρεί το ὃ, οπότε έχουµε ία, 9) -- (Τκ”, Ἰκ) για κάποιο θετι- 


κό ακέραιο κ. Σε αυτή την περίππωση,οαθ αυ Ἰκ(οκὶ κ” 1) 
διαιρείται πάντα από τον abhꝰ «τς Τ(4κ κ: 1). 
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» Ὁ).-Τα-θ 
Τότε ο θετικός Τα - 5’ θέλουμε να διαιρείται απὀ τον — 7. Αυτό 
είναι δυνατό µόνο αν Ὁ Ξ Ι ἡ Ὁ Ξ 2 αφού διαφορετικά 


αο 46 7529α2τα2Ἴα -υὈ. 

Για Ὁ Ξ 1 θέλουμε το Τα - 1 να διαιρείται από το α { 8. Αλλά επειδή 
Τα - Ἱ Ξ Τία - 8) - 57 θα πρέπει ο α 8 να είναι παράγοντας του 
5Ξ3.19- Ι.57, 

Επομένως οἱ μόνες δυνατές τιµές του α είναια-- Τἶ ήα-- 49. 

Αντικαθιστώντας διαπιστώνουμε ότι και οι δύο είναι δεκτές αφού το 19 
διαιρείτο 133 καιτο 57 διαιρείτο 2451, 


Για Ὁ - 2 θέλουμε το Τα - 4 να διαιρείται απὀ το 40 4 9. Όμως 
(Τα - 4) -- Τ(4α τ 9) - 79, αλλά το 79 δεν έχει κανένα παράγοντα τῆς µορ- 
φής 4α * 9, οπότε δεν προκύπτουν νέες λύσεις. 

Έτσι τα ζητούμενα ζεύγη είναι (α, Ὁ) -- (Ίκ", Ἰκὶ, κ- 1, 2... 
(ία, Ὀ)π 611, 1) και ία, Ὀ) (49, 1). 


ΠΡΟΒΛΗΝΑ 5 
Ἔστω 1 το κέντρο του εγγεγραμµένου κύκλου του τριγώνου ABC. 


Ἔστω ότι ο εγγεγραμμένος κύκλος του ΑΒΟ εφάπτεται µε τις πλευρές 
Ες. CA και ΛΒ στα σηµεία Ἰκ. Τ, και Μ αντίστοιχα. Η ευθεία που διέρ- 


χεται απὀ το σηµείο Β και είναι παράλληλη προς την ΜΙΚ τέμνει τις ευ- 
θείες Ι.Μ και Τ.Κ στα σηµεία Ε και S αντίστοιχα. Να αποδειχθεί ότι η 


γωνία ΕΙΡ είναι οξεία. 





Λύση 
Στο τρίγώνο ΚΜΗΒ έχουµεΕΜΒΞ ΑΜΙ.- ου”. 8 (κατακορυφήν) και 
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— 


ΒΚΜΞ ΚΜΙ,Ξορ”-- 
[αφού ΚΜΙ, - 180: - ΑΜι - ΒΜΚ -Ι80:- 00 3) ος” - 3 90” --]. 


Όμοια στο τρίγώὠνο ΘΚΗΒ έχουµε ΒΚ 5 00” - 5 και μκς Ξ 00” - F— 0- 


πότε τα δύο τρίγώνα είναι όµοια αφού έχουν δύο απὀ τις γωνίες τους ίσες 
µία προς µία. 
Ἆρα ὃν. ΒΘΕ. ΒΚ.Ης-ΒΜΣ [ΒΜ- ΒΚΙ. 
Ἔτσι έχουµε 
R4 19: - 5: (18: 3 ΒΚ) (ΙΒ ος Β51) - RB Β5Υ 
[Πυθαγόρειο θεώρηµα στα IRB και 158] 
Ξ2(1Β:-ΚΗ :Β5)Ξ2/(1Β2-.ΒΜΣΞ2Ι1ΜΣ50 


Άρα 12 15 ΕΣΡ’ «» ΕΙ» ς« 90”, 


ΠΡΟΒΛΗΝΜΛ 6. 
Θεωρούμε όλες τις συναρτήσεις f ορισμένες στο σύνολο Ν τῶν θε- 
τικών ακεραίων και µε πεδίο τιμών το Ν που ικανοποιούν τη σχέση 


εί (8) 5 0)’ 


για όλα τα 5 και {στο Ν. Να βρεθεί η ελάχιστη δυνατή τιµή του 
1998). 


Λύση 
Ἑστω S το σύνολο των συναρτήσεων που ικανοποιούν την υπόθεση και 
έστω ἑ[ε». Οέτουµε Π])-ακαιγια»δξ Ἱκαιίςξ Ι η δοσµένη σχέση δίνει 
5) ταν 
Πα) -[Πὐ]1 για κάθες ΤΕΝ. 


Από αυτές τις σχέσεις και χρησιμοποιώντας την αρχική προκύπτει 
[115) fis Και") -- Πα) 


Ξ [53 αἳ atꝰ) 
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Ξ ία (α50ῇ) 
Ξ{[ Παν] 
Άρα Π5) ſt) -- Παρί) για όλατα»,τΕΝ., οπότεαν 5 Ι, 
απ) -- Παι). για κάθε». Επομένως θα είναι 
αἲσι)τ- Πα»ι) ⸗ Π5)πὺ (1) 
Θα αποδείξουμε ότι το fis) διαιρείται µε το α για κάθε» εΑΝ. Για έναν 
πρώτο p ἑστω p. Ρ οι μέγιστες δυνάμεις του p που διαιρούν τον α και τον 
[φ) αντίστοιχα. Από την (1) για 5 -- i προκύπτει ότι [[(5)]" -- αἲ ᾿! [(ς”) για 
κάθε ῃ εν (επαγωγή). | 
Η μέγιστη δύναμη του p που διαιρεί το αριστερό µέλος είναι ϱ') ενώ 
αυτή που διαιρεί το δεξί µέλος είναι τουλάχιστον ϱ' "0. Άραπ] (η - 1) | 
8 ΦΙΦΑ) — — 
ποιονδήποτε πρώτο p. οπότε το α διαιρεί το ᾖ5). 
Θέτουµε εί5) - 2 ...Ν ---»Ν. 
Τα παραπάνω αποτελέσµατα µας δίνουν 
ρία)-α, εί5ι) -- µί5) (ιτ), ρίρί5)) -5.γιακάθες, (ΕΝ. (2) 


[εία) -- Ξ - τα, η eſst) -- ꝑis) ꝑ(V είναι ισοδύναμη µε την (1) και 


αρίε(ν) --ε(α) είε() -ε(αρ(») - ες μα] 
Από τη (2) έχουµε ὅτι ρ(ι2ᾳ(5)) ξ ρ(ι2ρ(ρ(ς)) - 5 [β(ὐ] για κάθες, τε 
Ν, οπότερ εδ. 


Επειδή όμως οἱ τιµές της g δε ξεπερνούν τις αντίστοιχες τιµές της {, 
αρκεί να μελετήσουμε τις συναρτήσεις g που ικανοποιούν τη (2). Το σηµα- 
ντικό µε αυτές τις συναρτήσεις είναι ότι κάθε πρώτος απεικονίζεται σε πρώ- 
το, 

Πράγματι, αν p πρώτος και ϱίϱ) Ξ mn. µε πι, n θετικούς ακεραίους, τό- 
τε 

ρ Ξ είμίρϱ)) Ξ μίπιη) Ξ ρίπι) Είπ) οπότε ένας από τους αριθμούς 
ΡίΠ1), 0) εἶναι ίσος µε τη µονάδα. Αν, π.χ.. ία) — Ἱ τότε 
πι Ξ Ε(ρίπι))Ξξ Εί1)Ξ Ι,που σηµαίνει ότιτο ϱ(ϱ) είναι πρώτος, 

Για να βρούμε τη ζητούμµενη τιµή, θεωρούμε µία συνάρτηση g που ικα- 
νοποιε τη (2). Αυτή η συνάρηση εἶναι ἵἹ - Ἱ, αφού 
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ρίπι) Ξ ε(π) ⸗ ϱίείπι)) Ξ ρίείπ)) --» πι Ξ π, οπότε διαφορετικοί πρώτοι ᾱ- 
πεικονίζονται σε διαφορετικούς πρώτους. 
Άρα ένα κάτω φράγμα για το 
(1998) - ϱ(2: 33. 37)Ξ ϱ(2) [ 6) ϱ(”7) 
επιτυγχάνεται αν τα ϱ(2). ϱ(3). ϱ(37}] είναι οι τρεις μικρότεροι πρώτοι 2, 3, 5 
ο 5* 1908) 2 3.2.5120. για κάθε ρε S. Επειδή υπάρχει συνάρτηση 


ρε»μεροοδ) - 120, η ζητούµενη ελάχιστη τιµή για το ϱ(1908} είναι 
120, 


Η συνάρτηση αυτή ορίζεται ὡς εξής; 
ϱ(2)Ξ 3, ϱ(3)Ξ 3, ϱ(5)Ξ 31, ϱ(37)Ξ 5...., Ρίϱ) Ξ Ρ για κάθε p πρώτο, 
υῥ-2,3,5,3]καιανηξρι ρρ'... Ρε Ρίπ) Ξ ρίρι)' ρίρο) τι... 6 (ρι)”". 


Η συνάρτηση αυτή ικανοποιεί τις σχέσεις (2)ίμεας Ἱ)οπόύτερεδ 
και (1998) -- 120. 


ΑΦΡΙΜΘΝ 


4/1 Αιεθνής Μαθηματική Ολυμπιάδα, 1999 


Τόπος Διοργάνώσης: Ρουμανία (Μπρασόφ -- Βουκουρέστι) 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: Viorel Barbu (Μέλος Ρουμανικής Ακαδη- 
μίας) 

Συμμετοχή: 8] χώρες µε 6 το πολύ µαθητές η καθεμία 

Μέγιστη Βαθμολογία: 432 βαθμοί ανά μαθητή 

Οι δ πρώτες χώρες: Κίνα και Ρωσία (152), Βιετνάμ (177], Ρου- 


µανία (173), Βουλγαρία (170), Λευκορώ- 
σία (167]. Ν. Κορέα (164), [ράν (159]. 
Η Ελληνική οµάδα πήρε µέρος µε τους μαθητές Σ. Αντωνακόπουλο (αρ- 
γυρό μετάλλιο), Θ. Ματσούκα (αργυρό μετάλλιο), Θ. Μπουρνή, Μ. Σταυ- 
ρόπουλα, Α. Οικονόμου και Γ. Χαλούλο, Αρχηγός της ομάδας ήταν ο κ. Α- 
νάργυρος Φελλούρης και υπαρχηγός ο κ. Εευστράτιος Ράππος. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 

Να προσδιορίσετε όλα τα πεπερασμένα σύνολα ὃ που αποτελούνται 
από τρία τουλάχιστον σηµεία του επιπέδου, τα οποία ικανοποιούν την 
ακόλουθη συνθήκη: για οποιαδήποτε δύο διαφορετικά σηµεία Α και Β 
του 8, η µεσοκάθετος του ευθνυγράµµον τµήµατος ΛΒ είναι άξονας συµ- 
µετρίαςτου 5. 


Λύση 

Θεωρούμε την κυρτή θήκη του συνόλου 5 το οποίο ικανοποιεί τη δεδο- 
µένη συνθήκη και υποθέτουμε ὅτι υπάρχουν π σηµεία του συνόλου S πάνω 
σε αυτήν, τα Αι.Α......Αµ µε τη σειρά που τα δίνουμε. 


Κατ᾽ αρχήν θα αποδείξουμε την ακόλουθη βοηθητική πρόταση: 


Λήμμα 1: Δεν υπάρχουν τρία σηµεία του S που είναι συγγραμμικά. 
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Απόὂειζη 





Σχήµα 131 


Υποθέτουμε ότι τα σηµεία Χ, V, Ζ του S είναι συγγραµµικά. Έστω ! και 
πι οἱ µεσοκάθετοι των ευθυγράµµων τμημάτων ΧΥ και VZ. αντιστοίχως. 


Ονοµάζουµε Ει και Ε,, τους γεωμετρικούς μετασχηματισμούς συμμετρίας 
ως προς τις ευθείες 1 και πι, αντιστοίχως. Τότε έχουµε ΕΙ(Χ)ΞΥ, 
RA(V)JSZ. ενώ η σύνθεση Ε,,οξι θα είναι µία µεταφορά µε 
Κ,οΚΙ(Χ)-Ζ. Έτσι µε επαναληπτική εφαρµογή της Ε,, 9Ει θα βρούμε 
άπειρα σηµεία του συνόλου 5 πάνω στην ευθεία ΧΥΖ (άτοπο, αφού το 5 εἰ- 
ναι πεπερασμένο). 

Στη συνέχεια, χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι η γωνία 
AMA, είναι η μεγαλύτερη γωνία της κυρτής θήκης του 5. Αν | είναι η 
µεσοκάθετος του Α2Α: τότε ΕΙ{Α.)ΞΑι,. ΕΙ{Α:)ΞΑ, και έστω 
ΚΙ(Αι)}ΞΑ/ καιπρέπει ακόµητο Ε|{Α/} να είναι ένα σηµείο του 5. 





Σχήµα 132 


Αν είναι Α2ΑΑ/ 2 Α2Α1Α., τότε το Α/ βρίσκεται στο εξωτερικό της 
κυρτής θήκης του 5, που είναι αδύνατο. 
Α, 


Αι 
Αι Λι 


Σχήµα 133 
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Αν είναι Α.ΑΑΙ « Α.Α Αι ν τότε AM-A-⸗ — Α.Α ΙΑΊ δεν είναι η με- 
γαλύτερη γωνία της κυρτής θήκης Α/Α....Α;, του συνόλου 5. 


Άρα θα πρέπει να είναι ΑΙΑΙΑ. * Α.ΑιΑ΄ Ξ αλα. και συνεχίζο- 
ντας µε την ἴδια διαδικασία αποδεικνύουµε ὅτι όλες οι γωνίες του πολυγώ- 
νου Α/Α....Α, είναι ίσες. 

Σύμφωνα µε το Λήμμα 1, επειδή τα σηµεία Α.Α. ΑΙ είναι συγγραμµ- 
µικά θα πρέπει Α/ Ξ ΑΙ καιέτσι ΑΛΑ: ΞΑΑΙ. 

Επαναλαμβάνοντας την παραπάνω διαδικασία θα έχουµε 

ΑΙΑ2ΞΑΙΑΓΞΑ«ΑςΞ""' (1) 


και οµοίώς 
Α.Α * AM-x * AA- ον (2) 
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Στη συνέχεια, θεωρούμε την µεσοκάθετο Ι΄ του ΑιΑς και ἑστω 
Κ/ίΑ.:)Ξ Α΄. Τότεπρέπει Α. Ε5 και αν είναι Α: 4 Α., τότετο Α΄ είναι 
εξωτερικό της κυρτής θήκης του 5. Επομένως θα είναι Α; 5 Α., οπότε 
Α.ΕΓ, µε συνέπεια την ισότητα Α/Α2Ξ Α.Α. Έτσι από τις (1) και (2) 
και την ισότητα όλων των γωνιών της κυρτής θήκης ΑιΑ....Α, του 5 
προκύπτει ότι η κυρτή θήκη του S είναι ένα κανονικό η-γώνο ΑΑ....Α,. 


An Άν! 
σν1 ) 
Άιι 


Σχήµα 135 
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Άς υποθέσουμε ὅτι Μ είναι ένα σηµείο του Σ, το οποίο δεν ανήκει στην 
κυρτή θήκη του, οπότε, λόγω του Λήμματος 1, αυτό θα ανήκει στο εσωτε- 
ρικόὀ του πολυγώνου Α/Α....Α;. Ἑστω Α, ηκορυφήτου Α/Α....Α, που 
απέχει τη µεγαλύτερη απόσταση απὀ το Μ και ε ονομάζουμε τη µεσοκάθε- 
τοτου ΑΜ. Αν ζ είναι η παράλληλη προς την επου περνάει απὀ το Μ. ε- 
πειδή το Μ είναι στο εσωτερικό του πολυγώνου Α/Α....ΑΡ. θα υπάρχει 
κορυφή, ἑστω Α|.του Α/Α}...Α, τέτοια ώστε αυτή και η ευθεία ενα βρί- 


σκονται σε διαφορετικά ημιεπίπεδα ὡς προς την ζ. Αν είναι Α΄ΞΕ, (Α ) , 
τότε πρέπει Α.Ε 5, αφού η ε εἶναι άξονας συμμετρίας του 5. 

Αν µε ά{ε,ζ) συµβολίσουµε την απόσταση τῶν ευθειών ε και ζ και µε 
ἀίε, ΑΙ} συµβολίσουμµε την απόσταση του σημείου Α, από την ευθεία ε, 
τότε θα έχουµε 

4(ε,ζ)-- ἀ(ε, Αι) 


ά[ειΑ/)-ά{ε, Αι) - ά(εις) ά{ζ,Α/}5 ἀ{ε, Αι). 
οπότε θα είναι και 
4{Μ, Α/}2 4(Μ, Αι). 


που είναι άτοπο, γιατίτο Α, απέχει τη μεγαλύτερη απόσταση απὀ το Μ. 

Άρα το σηµείο Μ δεν µπορεί να ανήκει στο 8. 

Επομένως οι μοναδικές πιθανές λύσεις του προβλήματος είναι τα κανο- 
γικά π-γωνα µε 23. 

Αντίστροφα, αν τα σηµεία του 5 ορίζουν ἑνα κανονικό π-γώνο, τότε εἰ- 
ναι φανερό ότι αυτό ικανοποιεί τη συνθήκη του προβλήματος, Έτσι λύσεις 
του προβλήματος είναι όλα τα κανονικά η-γῶνα με 23, 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 
Έστω π ένας σταθερός ακέραιος µεηῃ»22, 


(α)Χα προσδιορίσετε την ελάχιστη σταθερά 6 που είναι τέτοια ὦ- 
στε η ανισότητα 


Σο )κά Σ «|. 


να ισχύει για όλους τους πραγματικούς αριθμούς Χγ.....Χ 260. 
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(β) Για τη σταθερά 6 που θα βρείτε, να προσδιορίσετε πύτε ισχύει η 
ισότητα. 


Λύση (1 τρόπος, από Κ. Liu, µέλος της ομάδας της Κίνας στη ΔΜΟ 
1009) 


(α) Αν ορίσουμε 
82x x3*4x 
TSXFXS2Xx 
τότε θα έχουμε 


* χιχι[α; εκτ) Vxxs 
En 14 
2 7 


2 ανισότητα αριθμµητικού- 
2ὓ κκ. 
«1 ο | γεωμετρικού μέσου 
—— 
2 4 8 
Επιπλέον, αν θέσουμε χιΞκχο5ξ!, ΧιΞχιςξ"  Ξχ,Ξθ, τότε θα ἑ- 


χουμε απὀ τη δοθείσα ανισότητα 280⸗ 23. οπότε προκύπτει ότι 02 ς 3 
Επομένως από τα παραπάνω προκύπτει ὅτι η ελάχιστη τιµή της σταθε- 
᾿ Ι 
ράς 6 εἶναι 7— 
(PH ισότητα ισχύει όταν δύο απὀ τις μεταβλητές Χι. Χο... Χῃ είναι i- 
σες και όλες οι άλλες είναι μηδέν. 


2* τρύπος (Μ. Kuezma, Αρχηγός της Πολωνικής ομάδας στη ΔΜΟ 
1999) 

Επειδή καιτα δύο µέλη της ανισότητας είναι ομογενή τετάρτου βαθμού, 
μπορούμε να υποθέσουμε ὅτι χι ΑΧ... Ἐκ, Ξ]. Θα αποδείξουμε ότι 


* xxαx). γα κάθε n22. 
—— 
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Β(Χι,Χ1.... ἂν) 2 χὶκ, κ χιχ] - ον Σ.] 


«| 4 5] 
Εύκολα διαπιστώνουμε ότι ισχύει 


Είαισριιικο) «Σι κ) κι) (1) 


Στη συνέχεια να αποδείξουμε µια βοηθητική πρόταση: 


Λήμμα : Αν 0 «κκ ὔ κ τότε x?-xꝰ 5bꝰ --υὖ, 


Απόὂειζη 
Ἔχουμε 
υ.εκ2(0 ή κ) 207 χο κ; 


bꝰ --κ- 28 --κ (πολλαπλασιασμός επί Ὁ-κ20) 
υ -ὐ δχ”--χ”. 
Επειδή η ζητούµενη ανισότητα είναι συμμετρική, μπορούμε να υποθέ- 
σουµε ότι: χι 2χο2"" οχι 20. 


Διακρίνουμε τώρα τις παρακάτω δύο περιπτώσεις: 


|. Αν είναι 5 ῶλι 2, Σ"'“ῶλιι τότε θα έχουμε 
Ε(ΧιΧσεος Χκ) 5 δ) κὶ (1--κι) [λόγω της (1)] 
-δαι[κ --κ)) 
! 
αν 
Ξ | ----- όλ l 
Σλ[α-ϱ) ss λήμμα 


[αφού XFXSX ZII. 


— 


Π. Αν εἶναι ο. και θέσουµε κιζα. 


Χο Ἔχι Ε"' Ἔκ, Ξῦ,τότεθα έχουµε 
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Ε(χι. 2... ΧαλΞαῬ4 χι ας -κῇ) [λόγω της (1)] 
[22 
⸗aꝰb · YVx ſb -ν)] [από Λήμμα 1] 
[2 
αρ · b(bꝰ --ρ)) 
-α ο εδ (1--) 
abſaꝰ 4b0) [αφού I2b4] 


«ς [αφού ας ῦ ]. 


Για να δείξουμε ότι το ς είναι η ελάχιστη τιµή για τη σταθερά C. θεῶ- 


ρούμε ΧιΞκχ» — Χιξ.' Ἐκ, Ξ0, ὅπως και otov πρώτο τρόπο. 
(β)Όπως και στον πρώτο τρόπο. 
3*8 Ἱτρόπος 


Η ανισότητα είναι ομογενής βαθμού 4, οπότε αρκεί να ασχοληθούμε 
µόνο µε την περίπτώση που είναι χι «χν' κ]. Η ελάχιστη τιµή του 
«που ζητάμε είναι η μέγιστη τιµή της συνάρτησης 

(οκ 2. χιχι[χί εκ]. 
Γξικίση 
υπό τον όρο ότι XIFXA Έ χι ξ]. 


Ἔστω 6, η μέγιστη τιµή της συνάρτησης f. όταν (Χι....ιΧκ)εἘ”. E- 
πειδή στις η-άδες (χι, Χχ.... Χμ) υπάρχουν και κάποιες που έχουν τις τε- 
λευταίες Π-Πῃ συνιστώσες ίσες µε 0, εὖκολα προκύπτει ὅτι 

5 Ομ όταν πιςῃ (1) 

Για να αποδείξουµε την αντίστροφη της παραπάνω σχέσης, πρέπει να 


αποδείξουµε ότι οι τιµές της f δεν υπερβαίνουν την τιµή της όταν κάποιοι 
από τους κ, είναι 0. 
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Επειδή η ἵ είναι συμμετρική, μπορούμε να υποθέσουμε ὁτι 
χιὀχο2'' Χι ΣΣ, 20. Θεωρούμεη23. 


Για η Ξ 3, αν είναι 25 τότε κ. ΈΧη «Ξ. 
Για π24, αν είναι — και — xX,Xx —— 
η π--ἰ αλλος ως 
Ἔχουμε ακόµη ὅτι 
Ε(ι Χλι... κ ὃν α]χινκ]κι «κ 2* 
⸗S0 (αἱ 
Γι 
«ὸ χί (κι) δώ η, 
5] 1Ξἱ 
οπότε 


(χι Χ2..... Χμ-2. Χρ χι.0)-- Ελ ——— Κα λώ η 
α ο *x. F τ(Χροι *x. 3 — * 4 x* - * J 8 

— X χο ι *3x, -4x2 ο πι 4.x3) 

2x.x. IG. κο (3 -4(κ, ΣΧ. * 2Χ, ΙΧ, |ὸ 0. 


Επειδή ισχύει 
Γ(Χῃ, Χλε. «νΧο-2ν νι Ἔχρι0)σΟρι, 
για κάθε συνάρτηση ἴ, έπεται ότι; 
Οι. ια κάθε π23. (3) 


Απόγτις (1) και (2) έχουµε ο, Ξ6,. 
Έστω τώρα χι χ» 5]. Τότε 


2 
3 κό Ξ(ΧιΧ2) -2χιχοΞ51-2χιχ, 


Ι Ι 
Χικο[αί — 5 2χιλε 1 Άλλο) σς. 


ενώ η ισότητα αληθεύει αν, και µόνο αν, 2ΧιΧ» --, δηλαδή ΧιΞκ» — 
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Επομένως, σύμφωνα µε τα προηγούμενα, η ζητούµενη τιµή του « είναι 


] ΄ — 
και η ισότητα ισχύει, αν, και µόνο αν. XxSX και Χς Ἐκ" Ἔκ, 50. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Θεωρούμε ἑναν τετραγὠνικό πίνακα πλευράς Ἡ, όὁπου η είναι ένας 
σταθερός άρτιος θετικός ακέραιος. Ὑποδιαιρούμε τον παραπάνω πίνακα 
σε π τετράγωνα πλευράς ένα. Λέμε ότι δύο τετράγωνα του πίνακα ε- 
ναι γειτονικά, αν έχουν µία κοινή πλευρά. 

Σηµαδεύουµε µε ἕνα σταυρό Ν μοναδιαία τετράγώνα του πίνακα ἕ- 
τσι ώστε κάθε μοναδιαίο τετράγὠνο (σηµαδεμένο ἡ µη σημαδεμένο) 
του πίνακα να είναι γειτονικό µε ένα τουλάχιστον σηµαδεμένο τετράγω- 
νο, 


Να προσδιορίσετε την ελάχιστη δυνατή τιµή του N. 


Λύση 

Κατ᾽ αρχήν χρωματίζουµε τον πίνακα μαύρο-άσπρο, ὅπως ακριβώς ένα 
σκακιστικό πίνακα (εναλλάξ μαύρο-άσπρο), 

Έστω ΝΞ Γ(η} ο ζητούµενος αριθµός και έστω 
48 (π) Ξ ϱ ελάχιστος αριθµός ἁσπρων τετραγώνων που πρέπει να υπάρχουν 
έτσι ώστε κάθε μαύρο τετράγωνο να ὄχει ένα τουλάχιστον γειτονικό άσπρο 
τετράγώνο. 

Ανάλογα ορίζουµε και τη συνάρτηση faſn) και λόγω της συμμετρίας 
του πίνακα, αφού π Ξ 2Κ (ἁρτιος). θα πρέπει να έχουµε 


[ς (η) - ἓς (α) 


N-(n)-f, ()* 0). 


Είναι κατάλληλο να θεωρήσουμε τον πίνακα ὣς προς τις διαγώνιες εὉ- 
θείες που είναι παράλληλες προς την µεγαλύτερη μαύρη διαγώνιο, τις οποί- 
ες και τοποθετούμε οριζοντίως. Έτσι το πλήθος των τετραγώνων αυτών των 
μαύρων διαγωνίων είναι 2, 4, ..., 2Κ. ..., 4. 2. 


και ακόμα 
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ῥφφθφόφόόἡ 
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Σημαδεύουμε µε ένα σταυρό τα «περιττά» τετράγώνα των άσπρων δια- 
γωνίων, που είναι ακριβώς κάτω απὀ τις μαύρες διαγωνίους «μήκους» 
41-23. 

ἕτην πρώτη περίπτωση (πάνω απὀ τη διαγώνιο) υπάρχουν 2ἱ σηµαδε- 
µένα άσπρα τετράγωνα, ενώ στη δεύτερη περίπτωση (κάτω απὀ τη διαγώ- 
νιο) υπάρχουν 211 σηµαδεμένα άσπρα τετράγωνα. 

Επομένως έχουµε σημαδέψει 

. k(x41) 
244 Κ(Κ- τη. 341 —. 


άσπρα τετράγώνα. 
Είναι πλέον εὐκολο να διαπιστώσουμε ότι 


8 (κ 9. 


— 


αφού κάθε μαύρο τετράγώνο έχει ἑνα γειτονικό άσπρο σηµαδεμένο τετρά- 


γωνο, 
κ(Κ:Ι) 
2 





Παρατηρούμε ακόµη ότι τα σηµαδεµμένα άσπρα τετράγωνα, 


δεν έχουν κανένα κοινό γειτονικό μαύρο τετράγώνο, οπότε χρειαζόμαστε να 
κ(κ--!) 
Ὕώ 





σηµαδέψουµε τουλάχιστον μαύρα τετράγώνα για να πληρούται η 


k(x41) 


2 


υπόθεση του προβλήματος για τα σημαδεμένα άσπρα τετράγωνα, 


οπότε θα έχουµε 


ο 





Έτσι καταλήγουμε στο συμπέρασμα, ὅτι 
: κίκ-]ὶ 
G)⸗t. —. 
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2 
ΝΞ{(π)]-ε, (0) «6 (α) κκ κ) κποςτ. 


Παρατήρηση 
Με τον ἴδιο τρόπο μπορούμε να αποδείξουμε ὅτι; 
κ” αν ηΞ4Κ-] 
{(π]- ι 
(π) (2κ-ι)”, αν ηΞάΚκ κ]. 


ΠΡΟΒΛΗΛΝΙΑ 4 
Να προσδιορίσετε όλα τα ζεύγη (η.ϱ) θετικών ακεραίων, που είναι 
τέτοια ώστε: 
ορ είναι πρώτος, πς 2ρ. και 
ο (ρ 1)’ 41 διαιρείται απὀ τον η). 


Λύση 

Αν είναι Ρ-2., τότε ηΞ 1.23 ή 4, αφού πς2ρ. Εύκολα διαπιστώνου- 
με ότι για ηΞ] ή 2 ικανοποιείται και η τρίτη απαίτηση του προβλήματος, 
ενώγια πΞ 3 ἡ 4 δεν συμβαίνει το ίδιο. 

Επιπλέον για πΞ1, οι απαιτήσεις του προβλήματος ικανοποιούνται για 
κάθε πρώτο αριθµό ρ. 

Έτσι µέχρι τώρα έχουµε βρει τις λύσεις (1.Ρ}, όπου p πρώτος αριθµός, 
και (2,2). 

Υποθέτουμε ὅτι ϱ23 πρώτοςκαι η 22, 

Επειδή ο p είναι περιττός, ο (ρ-- )' 1 θα είναι περιττός, οπότε για να 
τον διαιρεί ο nꝰ θα πρέπει ο π να είναι περιττός, Έστω ο ελάχιστος 
πρώτος διαιρέτης του ῃ και ἑστω πΞκᾳ. 

Τώρα έχουµε 

πι (ρ-!)) 1. 


5 (ρ--!)’ Ξ5--ἴ(πιοά η)” 


5» (ρ--!)/ -(ρ--ι)) ΞΙ(πιοάα). 
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Επειδή ο q διαιρεί τον (ρ-!) ΣΤ, οι αριθμοί ρ--] και α είναι πρώτοι 
μεταξύ τους, οπότε 
(ο) πΙ(ππούα). 
Έστω ἆ-(2κα,ᾳ--Ι). Τότε υπάρχουν ακέραιοι α, Ὁ τέτοιοι ώστε 
α:2ΚΩ-δ'(ᾳ4--1)- ἆ και 
(ο) πρι) ο) (σι) 
Ξ 1’ «15 (πιού ᾳ) Ξ 1(πιοάᾳ). 


Επειδή ο q είναι o ελάχιστος πρώτος διαιρέτης του η, δεν υπάρχει πρώ- 
τος διαιρέτης του Κ μικρότερος του ᾳ, οπύτε (Κ.ᾳ--1)Ξ51, (α,ᾳ--1)}Ξ51. Ἑ- 


τσι έχουµε 4Ξ{2Κα.4-1)Ξ2, οπότε (ρ--τ)- I(modq) και ο q διαιρεί 
τον (ρ--ἵ) -ἹΞρίρ--2). 
Επομένως θα είναι q Ρρ ἠοαδιαιρείτον ρ-2. 


Περίπτώση 1. Ἑστω ᾳΞΡ. 
Τότε πΞρ ή πΠΞ2Ρ. και αφού ο n εἶναι περιττός, θα έχουµε ηΞΡ.ο- 
πύτε 


ρΙ (τει 
ανν θνντ θε ſſ)p-in 
απ θν ντ θν θηλ 
O αριθµός (5) διαιρείται µετορ. αν Ἱσπςρ-], οπότε ο p διαιρεί 


όλους τους όρους της παράστασης Α εκτός του όρου (ν ΞΡρ᾽. Επομένως 


η µεγαλύτερη δύναμη του ῥ που διαιρεί τον αριθµό Α είναι η pꝰ, οπότε 
πρέπειρ-15295ρ5ς3. 

Ἆρα είναι ῥ- 3, οπότε θα είναι και η Ξ 3, δηλαδή το ζεύγος (3,3) εἷ- 
ναι µία λύση. 
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Περίπτωση 2. Έστω αἱ ρ--2. 
Τότε θα έχουµερ-2Ξππ γιακάποοπεῦσζ ἡρ-Ἱ- πας] και 
α)! [1] και π) [(ρ--1) εξ (πια εἰ) ε1, 


οπότε 


μμ... 


Ελα [ (πια) Μῃ να)” ttnamq 2. 


Άρα q 2, οπότε θα είναι ᾳΞ 2. ενώ ο ῃ εἶναι περιττός (άτοπο). 
Έτσι έχουµε βρει τις λύσεις 


(π,ϱ) (2,2). (3.3) ἡ {1.Ρ). όπου p τυχαίος πρώτος αριθµός. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 

Δύο κύκλοι Ἐι και Ἐ, περιέχονται στο εσωτερικό του κύκλου Ε και 
εφάπτονται εσωτερικά του ΕΓ στα διαφορετικά σηµεία ΝΙ και Ν, αντι- 
στοίχως, Ο κύκλος ἔ, περνάει από το κέντρο του κύκλου Ἐν. Η ευθεία 
που ορίζεται απὀ τα δύο σηµεία τοµής τῶν κύκλων Ει και Ἐν τέμνει 
τον κύκλο Τ στα σηµεία Α και Β. Οἱ ευθείες ΜΑ και ΝΤΒ τέµνουν τον 
κύκλο Ει στα 6 και D, αντιστοίχως. Να αποδείξετε ότι η (Ἠ εφάπτεται 
του κύκλου ἔ,. 


Λύση 
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Ἔστω ὅτι οι κύκλοι Ε, Ἐι και Ὦ, έχουν κέντρα Ο, Οι και Ο, και ακτί- 
νεςτ, ῃ και , αντιστοίχως. Θα θεωρήσουμε ότι η 25, αφού οἱ περιπτώ- 
σειςµεηΞτ, ἡ η «Ὁ, είναι όμοιες, 

Έστω ὅτι η κοινή χορδή ΑΒ των κύκλων , και Τ, τέμνει την Οἱ0. 
στο Ρ. Θα είναι OO,- | ΑΒ. Έστω ακόµη Κ.το ίχνος της κάθετης από το ο 
προς την ΑΒ, Ε το ίχνος της κάθετης απὀ το O προς την ΟἱΟ., Ετο σηµείο 
τοµής τών Οἱ0. και ΚΜ, και Υ το σηµείο τοµής των ἔι και Τ, που είναι 
μεταξύ των Ρ και Β. 

Θα έχουµε 
ΟΟ)ΞΠΙΞΟΥ.ΟΙΥΞΩ,  οΟΟ);Ξττ-ω  ΟΜΞτ.ΟΜΞη,. ΟΟιΞξτ-η. 

Επειδή είναι ΟΙΓΠΟΚ. τα τρίγωνα ΜΟ,Ε και ΜΟΚ. θα εἶναι όμοια, o- 
πότε 


οιΕ- οκ --(οιρ--Ο,Ε). 
Γ Γ 
Επομένως απὀ τα τρίγωνα Ο:Ο(Υ και 00Ο. και το νόµο των συνη- 
µιτόνων έχουµε; 


. ποτ’ -ᾱ 
συνΟ/ΟΙΥ --Ἱ-----ᾱ 
ἵ 


2 2 2 
Γη) η -(τ-τ 
συνοόο, -{ ι) i 2) 
2(τ--η)η 
ο 2ς’ --2πη «25η, --τὺ 
2(τ-η)η | 
Άρα έχουµε 
μεν — απ 
οξ-ῄ να ης πως Μο. η 
τι 2η 2ίγ-η)η 
2η --τ --2η- 21η -- 215, ἠ- τῇ 
2r 
—— 


οπότε θα είναι και Ο.ΕΓ-1, καιτο σηµείο Ε ανήκει στον κύκλο Γ,. 
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Τελικώς θεωρούμε οµοιοθεσία µε κέντρο Μ και λόγο 1 . η οποία απει- 
Γ 


κονίζει το ευθύγραμμο τµήµα ΑΒ στο (Ρ και το σηµείο Κ. στο σηµείο Ε. 
Ἔτσι το Ε ανήκει στο CD και ABCD. Επομένως η ΟΕΏ είναι κάθετη 


προς την ΟΕ καιη (Β είναι εφαπτομένη του κύκλου ,. 


2 "τρόπος 

Λήμμα: Θεωρούμε κύκλο Κ και κύκλο Κι εσωτερικά του Κ. και εφα- 
πτόµενο του Κ. στο σηµείο Α. Eoto ΝΜ µία χορδή του Κ εφαπτόµενη του 
Κι στο σηµείο Β και έστω Ο το μέσον του τόξου ΝΜ του κύκλου Κ που 
δεν περιέχειτο Α. 

Τότε τα σηµεία A, Β και Ο είναι συνευθειακά και ΟΑ-0Β ΞΟΜ”. 

Απόζὂειζη 

Η οµοιοθεσία µε κέντρο Α, η οποία μετασχηματίζειτον κύκλο Κ., στον 
κύκλο Κ., µετασχηματίζει και την ευθεία ΝΜ στην εφαπτομένη του Κ που 


είναι παράλληλη προς την ΝΜ, δηλαδή στην εφαπτομένη του K στο σηµείο 
C. αφού το C είναι μέσον του τόξου ΝΜ. 


Επομένως τα σηµεία A, Β και ς είναι συνευθειακά. 
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Για το δεύτερο µέρος, παρατηρούμε ότι ΝΜΟΞΟΑΜ, οπότε τα τρί- 
γὠνα ΑΟΜ και ΜςΒ είναι όµοια, οπότε θα έχουµε 
Α CM 


Ὅ--Ξ---- ή 6Α.ΟΒΞΟΜ2. 
ομ ο ' 
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ο Για την απόδειξη του προβλήματος, ἑστω Οι, O, τα κέντρα των κύ- 
κλων Π, Γ,, αντιστοίχως, και ἴι, ο οι εξωτερικές εφαπτόµενες των κύ- 
κλων ΓΕ, και Ἐ,, ὅπως φαίνεται στο σχήμα. Ἑστω α και β τα τόξα που ορί- 
ζονται στον κύκλο [ απὀ τις {ι και ta, που δεν περιέχουν τα σηµεία επαφής 
του µε τους κύκλους ἔι και Τ». 

Σύμφωνα µε το Λήμμα, τα µέσα των τόξων α και β έχουν ίσες δυνάμεις 
ὡς προς τους κύκλους Γι και Γι, οπότε ανήκουν στο ριζικό άξονα των δύο 


κύκλων, δηλαδή ανήκουν στην κοινή χορδή τους. Επομένως τα σηµεία Α 
και Β είναι τα µέσα των τόξων α και β, αντιστοίχως. Από το Λήμμα επίσης 
προκύπτει ὅτι τα σηµεία C και Ὦ είναι τα σηµεία επαφής του κύκλου Τι µε 
τις ἴι και {., αντιστοίχως, Αν θεωρήσουμε οµοιοθεσία κέντρου Μ, η οποία 
µετασχηματίζει τον κύκλο Τι στον κύκλο Ε, τότε αυτή θᾳ μετασχηματίζει 
το ευθύγραμμο τµήµα («Ώ στο ΑΒ, οπότε θα είναι ΑΒΙ(«Ώ. Επομένως θα 
είναι («Ώ | ΟἱΟ. καιτο Ο, θα είναι το μέσον του τόξου CD του κύκλου 
Π. 

Αν τπ Ἡἰ εφάπετι του ο στο σηµείο X. τύτε 


Χςο,- 2.000; DCO,, οπύτετο Ο. ανήκει στη διχοτόµο της γωνίας 
XCD, δηλαδή η CD είναι ἐεφαπτομένη του κύκλου Ε.. 


ΠΡΟΒΛΗΜΛΑό 
Να προσδιορίσετε όλες τις συναρτήσεις {: Ἡ - Ἑ για τις οποίες ι- 


ε(κ-ε()5 (ερ) πι, 


γιακάθεκχ.νεἩ, 


Λύση 
Έστω ΑΞ{(Ε):Ξ{γς{(κ):κεΒ} το σύνολο τιµών της { και 
«ΞΕ(0). Αν θέσουμε ΧΞΥΞ0 στη δοθείσα σχέση, τότε θα προκύψει η ι- 
σότητα 
((-ε)ΞΕ(ς)--ς--Ι. (1) 
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Αν ήταν «Ξ0, τότε απὀ την (1) προκύπτει Γ(0)- Ε(0)--1 (άτοπο). Ά- 
ρα είναι ς 0. 
Αν θέσουμε κΞ {Γ(γ)ε Α στη δοθείσα σχέση, τότε θα έχουµε 


(0) Ε(κ) κ” εΕ(κ)-Ι 


ο! κ΄ 
—— — (2) 
για κάθε χε A, δηλαδή έχουµε βρει τον περιορισμό της συνάρτησης Γ στο 
σύνολο τιμών Α αυτής. 

Το κρίσιμο σηµείο για τη λύση του προβλήματος είναι το να αποδεί- 
ἔουμε ότι ισχύει η ισότητα συνόλων Α- ΑΞ ΤΕ, δηλαδή ουσιαστικά το να 
αποδείξουμε ὅτι κάθε πραγματικός αριθµός µπορεί να γραφεί ὡς διαφορά 
δύο αριθμών του συνόλου Α, Το αντίστροφο είναι φανερό, αφού η διαφορά 
δύο αριθμών του Α είναι πραγματικός αριθµός. 

Αν θέσουµε νΞ0 στη δοθείσα σχέση, τότε προκύπτει 


Γ(κ-ε)--Γ(κ)Ξ{(ε)--εκ--ἶ 
για κάθε χε R, οπότε θα έχουµε 
{ε(κ-ε)-(κ)κε Β] {ει Ε(ς)-Ι:κεΒ]Ξ8Ε, 


αφού είναι ς- 0, που αποδεικνύσιτο ζητούμενο. 

Στη συνέχεια θεωρούμε το τυχαίο XSER, για το οποίο, αφού 
Ε-αΑ-Α,θα υπάρχουν ynya e Α έτσι ώστε κΞ}γι- Υ.. οπότε θα έχου- 
με 

ος. 
ΞΕ(Υ2) Αγ 2 ΤΕ (1) 





c*1 8 c*1 * 
τσ 24 --ᾱ---Ι 2 
παλ λι — [λόγω της (2)] 
-ο--ὅι 1) αρ. (3) 
2 2 


Απόιττις (2) και (3) προκύπτει «Ξ 1, οπότε θα έχουµε 


3 
Γ(ϱ) πατε Ία κάθε χε. 
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Η λύση του — τελειώνει µε την επαλήθευση του ότι η συ- 
νάρτηση Γ(Χχ)Ξ — χε ἩἘ αποτελεί λύση του προβλήματος. Πράγματι 
έχουμε, για κάθε xX.YSR. 
2 


2 4 2 
γ κ κ  ὦ 
μα ιο μα αι η θας. ρα ας 
(τες) ή»- 1, ο αλ το τν ο 
ν 


5, ἡ- ὃς μ-δ--ι 


— 4 


— 
δι 
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Τόπος Διοργάνωσης: Ν, Κορέα (Ταεζόν) 

Πρόεδρος Συµβ. Αρχηγών: Sung Je (πο (Παν/μιο Ταενζόν) 
Συμμετοχή: 82 χώρες µε ό το πολύ µαθητές η καθεµία 
Νέες συμμετοχές: -- 

Μέγιστη Βαθμολογία: 42 βαθμοί ανά μαθητή 

Οι δ πρώτες χώρες: Κίνα (218), Ρωσία (215), Η.Π.Α. (154) Ν. 


Κορέα (173), Βουλγαρία (169), Βιετνάμ 
(169], Λευκορωσία (165), Ταῖβαν (194. 
H Ελληνική ομάδα πήρε µέρος µε τους µαθητές [. Αναπολιτάνο (Χάλκινο 
μετάλλιο), Κ.. Σταυρόπουλο (Εύφημο μνεία), Μ. Σταυρόπουλο, Μ. Δημάκο, 
Εμ. Νικολάου και ΓΕ. Ράπτη. Αρχηγός της ομάδας ήταν ο κ. Ανάργυρος 
Φελλούρης και υπαρχηγός ο κ. Ευστράτιος Ράππος. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1 

Οἱ κύκλοι Γι και Ta τέμνονται στα σηµεία ΝΤ και Ν. Έστω Ι η κοινή 
εφαπτομένη τῶν κύκλων Γι και Γ; έτσι ώστε το σηµείο ΝΤ να βρίσκεται 
πλησιέστερα προς την | απὀ ότι το σηµείο Ν. Ἔστω ακόµη ότι͵ η 1 εφά- 
πτεται του κύκλου Γι στο σηµείο Α καιτου κύκλου Ε, στο σηµείο Β. A- 
πό το σηµείο Ν φέρνουμε ευθεία παράλληλη προς την Τ η οποία τέμνει 
τον κύκλο Γι, Εκτός του σημείου ΝΤ, και στο σηµείο 6 καιτον κύκλο Γ., 
ἐκτός του σημείου M. και στο σηµείο D. 

Οι ευθείες CA και DB τέμνονται στο σηµείο Ε. οι ευθείες ΑΝ και 
CD τέμνονται στο σηµείο Ρ και οι ευθείες ΒΝ και (Ἠ τέμνονται στο 
σημείο. 

Ναά αποδείξετεότιεΡ- ΕΟ. 


Λύση 
Ἔστω K το σηµείο τοµής των ΜΝ και ΑΒ. Από το θεώρημα δύναμης 
σημείου ὥςπρος κύκλο έχουµε 


416 Ν. Κορέα (ΤΓαεζόν) 
ΑΚ:ΞΚΝ.ΚΜΞ ΒΚ’ 
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δηλαδή ΑΚ - ΒΚ. οπότε το Κ είναι μέσον του ΑΒ. Επειδή είναι ΡΟ | ΑΒ, 
από τα ζεύγη τῶν ομοίων τριγώνων ΡΜΝ, ΑΚΝ καιΟΜΝ, ΒΚΝ έχουµε 


ΡΜ ΜΝ ΜΟ 
ΑΚ ΚΝ ΕΒΚ᾽ 


οπότε αφού είναι ΑΚ. - ΒΚ. προκύπτει ότι ΡΜ - ΜΟ, δηλαδή το Μ είναι 
μέσον του Ρ0. 

Επομένως, αρκεί να αποδείξουμε ότι ΕΜ | ΡΟ. Επειδή είναι CD ΑΒ 
καιη ΑΒ εφάπτεται των κύκλων Γι και Γ; στα Α και Β αντιστοίχως, τα ση- 
µεία Α και Β θα είναι µέσα των τόξων CM και ΜΕ, αντιστοίχως, 

Έτσι τα τρίγωνα ΑΜ και BDM είναι ισοσκελή. Επομένως, και απὀ 
την παραλληλία (Ώ | ΑΒ, θα έχουµε 


ΒΑΜ- ΑΜΟΞΑΟΜΞ ΕΛΒ 
ΑΒΜΞ ΒΜΡΞΒΡΜΞ ΕΒΑ ᾽ 
οπότε και τα τρίγωνα ΜΑΒ και ΕΑΒ είναι ίσα και έτσι θα είναι 
ΑΕΠΞ ΑΜκαιΒΕΞΒΜ, 


δηλαδή η ΑΒ είναι µεσοκάθετος της ΕΜ και ΕΜ .Ι ΑΒ, άρακαι ΕΜ 1 Ρο. 
Έχουμε αποδείξει ότι στο τρίγώνο ΕΡΟ η ΕΜ είναι διάµεσος και ύψος, 
οπότε το τρίγωνο ΕΡΟ είναι ισοσκελές µε ΕΡ - ΕΟ. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2 
Λίνονται οι θετικοί πραγματικοί αριθμοί α, Ὁ, ς για τους οποίους ι- 
σχύει ότι ahe -- 1. Χα αποδείξετε ότι 
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ία: r.Ne MN— 5 iu. c 


Λύση (1 τρόπος) 

Με χρησιμοποίηση της σχέσης αὓς -- l, η µη ομογενής ανίσωση (1) 
μπορεί να µετασχηματισθεί σε ομογενή µε µία κατάλληλη αλλαγή τῶν µε- 
ταβλητών, αφού προσδιορίζονται θετικοί — αριθμοί, ἑστω κ, Υ, 7, 

- — * 
ώστε: ν Ἔα, b. 
οπότε η ανίσώση {1} γίνεται ——— — την ανίσωση 

(κ -υγ2γ-τ Εκ κ7-κχεγ)ςκακγ7. (3) 
Ένας το πολύ από τους αριθμούς 
υΞΧ-ΥΓΖΝΞΥ-ΖΕΧ, ΝΞΖ-ΧΣΥ 
είναι αρνητικός,  Ὑιατί ανά δύο έχουν θετικό ἀάθροισµα, 
μυ υνςοχ, ν Εν Ξ2γ, ΝΕΙΞ27. 

Αν είναι αρνητικός ένας µόνος από τους αριθμούς α, ν, w, τότε θα ἑ- 
Ίουμε uvv «0 «κγ7 και η ανίσωση (2) αληθεύει. 

Αν είναια 20,ν 2 0 και w 20, τότε απὀ την ανίσωση αριθμητικού -- 
γεωμετρικού μέσου μπορούμε να έχουµε ψιν ς 2 (u * V Ξ χ, και ομοίως 


—* ς γ, νι «7, απὀ τις οποίες µε πολλαπλασιασμό κατά µέλη λαµβά- 
νουµε uvv ς ΧΥΖ, οπότε πάλι η ανίσώση (2) αληθεύει. 


(2 τρόπος) 
Το πρώτο µέλος της ανίσώσης (1). λόγω της σχέσης αὉς -- 1, είναι ἴσο 
προς την παράσταση (αὖ -Ὁ { Ἱ)(ος-ο Ἔ Ἱ)ίοα-α τ 1). 


Επίσης, αφού ἕ-- ας, J ub. —* Ες, το πρώτο µέλος της ανίσωσης (1) 
είναι ἶσο προς την παράσταση ία - ἶ -- ας) (ο - 1 -- αθ)(ς - 1 -- Ός). 
Αν ονοµάσουμµε το πρώτο µέλος της ανίσώσης (1) ὡς 1., τότε θα έχου- 


με; 
ΙΣ-(αυ- ο DGe- Ιλίοα-α Ἱ)ία- 1 αο)(ο - 1 -- αο)(ε - 1 -- Όο) 


Αν είαιυπ-α-] CO. τότε θᾳ είναι -] -α-] «θ,αφούς20,α20. 
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Επιπλέον θα είναι «κ, -α- Ισ 5 ς 0, οπότε προκύπτει ότι 
ρειςκθή 2. 

Επομένως στην Ἠπερίπώση αυτή θα έχουμε και ὁτι 
ντ ῦ- 1.0, 5ο - 1: «θ, οπότε Ι,Ξυννν «0 «1 καὶ η ανίσωση (1) 
αληθεύει. 


Οµοίως εργαζόµαστε και στις περιπτώσεις που είναι ν Ξ Ὁ - 1 -- ζ «0 ήἡἠ 


νΞςο-Ι4ἆ ς0. 
α 


Αν είναιυ «θ,ν «0, w «0, τότε όλοι οι παράγοντες της έκφρασης του 
Ι3 είναι θετικοί και από την ανίσωση του αριθμητικού - γεωμετρικού μέσου 
μπορούμε να έχουµε τις ανισώσεις 


γίαῦ - δε ΠΟ - 1. αὖ) «Σ[(αῦ -δ4 1) - 1 4-αὐ)] Ξ αὖ 
γ[ῶς-ς κ Γίς- Ι ὃς) «Σε -ο- Ι) (ο - Ι 4 be)be 
ψΜίσα -α-- Τ ία - 4 ας) «Σίίοα -α3 1) ν(α- 1 4 αθ)]Ξοα 
απὀ τις οποίες µε πολλαπλασιασμό κατά µέλη λαμβάνουμε 
Ι.ς (αοσοίσα) -- (ασο)” - 1. 
(3 τρόπος) 
Καταρχήν, παρατηρούμε ότι ισχύει ακΏ]ςπα -- κίπι, για κάθε κ. s R. 


Επιπλέον, μπορούμε να θεωρήσουμε ὑταςῖ]ςεοςς, αφού δεν είναι δυνατόν 
ασ]καιος]καςςσ]ήαΣ]|καῦ»ί[καιςΣ], ενώ ανείναιαςυς]ςς, 


ι ἆ ο ην πμ 
-- α ϱ δομς b * 
Θέτουμε 
ιπ[α- ] AIe— Ι μα] 1 Μα] και ισοδύναµα έχουµε 


.-ία- ἵ -αοκο - 1 -- αδίς - ἰ -- Ός) (1) 
Ι Ξυία- ἵ Γαελο(ῦ - 1] -αδ)α(ς - 1 4- Ός) 
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Ι.Ξ(αὖ -Ὁ -- Ἰλίος-ς - ἸΚας -α- 1) (2} 
Αν θέσουμε χ-α-]ἰ y2b-1l, wæc-l. 
τότε απὀ την υπόθεσηας | «ὓςς, προκύπτει ότι I.x O. 
από τις (1} και (2) έχουµε 
LS 1 ανν * ye - acyw 4 xb abxw 4 bexy ΕΧΥΝ 
ΓΞξ 1 -αν - γε deyw- xb abxw bexy - xyw. 
οπότε µε αφαίρεση κατά μέλη προκύπτει ότι 
αν Ένο «χο Έχκγνν 530 
αν «γνς Έκυ Ξ «ΧΥΝ 
(ανν ye - κο) 5 κ2γλν2 
αλνν” - γής - χ207 * 2(αννγς - γεχὺ xbuw) — x?y ⸗ 
-φο(αννγς * γοχῦ xbau) -- χ2γν” - αἲνν” - Υ ο) - xb⸗ 
Ξε χ2γὸνν” - αἶννῖ - γ(νν - 1) - χο 
Ξε χ2γ1νν” - αλννα - γή - 2γ1νν - γ - χο’ 
Ξε «ανν γην. (κ1 1) -2γν -υ -χοςο 
αληθής αφού χ7- Γςθκαι ν 20. 
Έτσι τελικά έχουµε 
ΙΓ ξ 1 (αννογ - αΌχνν - bexy). 


µε ανοΥ -- αΌχνν -- ΌοχΥ «0, οπότε άµεσα προκύπτει ότι είναι [.ς 1. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 

Έστω ο θετικός ακέραιος αριθµός η 22. Πάνω σε µια οριζόντια ευ- 
θεία βρίσκονται αρχικά π ψύλλοι, όχι όλοι στο ίδιο σηµείο της ευθείας. 
Αν λ. είναι ένας θετικός πραγματικός αριθµός, τότε ορίζουµε µια «μετα- 
κίνηση» ὡς εξής: 

παίρνοντας δύο οποιουσδήποτε ψύλλους που βρίσκονται στα ση- 
µεία Α. και B, όπου το Α βρίσκεται αριστερά τον B, ο ψύλλος που βρί- 
σκεται στο σηµείο Α πηδάει και καταλαμβάνει το σηµείο 6 πάνω στην 
ευθεία δεξιά του Β. ἐτσι ὥστε τς Ξ 

Να καθορίσετε όλες τις τιµές του λ. για τις οποίες ισχύει ότι, για κά- 
θε τυχαίο σηµείο Μ της ευθείας και για κάθε τυχαία αρχική θέση τῶν η 
ψύλλων πάνω στην ευθεία, υπάρχει ἑνας πεπερασµένος αριθµός απὀ 
«μετακινήσεις» που μεταφέρει όλους τους ψύλλους σε θέσεις που βρί- 
σκονται δεξιά του σημείου M. 
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Λύση 

Μία εύλογη στρατηγική για να μεταφέρουμε τους ψύλλους όσο γίνεται 
πιο δεξιά είναι, σε κάθε μετακίνηση, ο ψύλλος που βρίσκεται πιο αριστερά 
να μεταφέρεται δεξιότερα του ψύλλου που βρίσκεται πιο δεξιά. Με αυτή τη 
στρατηγική, µετά απὀ κ μετακινήσεις φθάνουμε σε µία τοποθέτηση των 
ψύλλῶων όπου δύο παράμετροι έχουν µεγάλη σημασία: 


9 Ἠη μέγιστη απόσταση μεταξύ ψύλλων, δηλαδή η διάµετρος του συ- 
νόλου τῶν θέσεων τους, την οποία συμβολίζουμε µε ᾱ-, 


9 Ἠη ελάχιστη απόσταση μεταξύ γειτονικών ψύλλων, την οποία συµ- 

βολίζουµε µε ὃς. 

Προφανώς, ισχύει ότι; ἆκ Σ(η - 1} ὃς. 

Μετά την κ! -- μετακίνηση εμφανίζεται µία νέα απόσταση μεταξύ γει- 
τονικών ψύλλων, η οποία ισούται µε λάς. Αυτή µπορεί να είναι η νέα ελάχι- 
στη απόσταση. οπότε ὃκιι -- λάκ. Διαφορετικά θα ισχύει ότι; δκιι 2 ὃς. 

Σε κάθε περίπτωση θα έχουµε 


ὃν σπιπ{τ, δ πίπ Ι,ίη- 1)λ]. 


Επομένως, αν (η - |) 1» 1 ἡ ισοδύναμα, αν 12 «ο τς 7 ròte 62 ὃκ 


για κάθε xN., δηλαδή η ακολουθία (δν), κε Ν, τῶν ελαχίστων αποστάσε- 
ὧν είναι αύξουσα. Έτσι η θέση του ψύλλου που βρίσκεται πιο αριστερά, σε 
κάθε μετακίνηση θα μεταφέρεται δεξιότερα κατά ένα µήκος όχι μικρότερο 
από µία θετική σταθερά, οπότε τελικά µετά απὀ ένα πεπερασμένο αριθµό 
μετακινήσεων όλοι οι ψύλλοι θα μεταφερθούν δεξιότερα απὀ οποιοδήποτε 
σηµείο της ευθείας. 


Στη συνέχεια θα αποδείξουμε ότι, αν λ.-------, τότε δεν ισχύει το ζη- 


ίη - τρ 
τούµενο. Θεωρούμε την ευθεία που βρίσκονται οι ψύλλοι ὡς ευθεία των 
πραγματικών αριθμών και ταυτίζουµε τις θέσεις των ψύλλῶν µε πραγµατι- 
κούς αριθμούς, 

Θεωρούμε τώρα µία τυχαία ακολουθία μετακινήσεων και υποθέτουμε 
ότι µετά την κ-μετακίνηση είναι: 


ο 5ς το άθροισμα όλων τών αριθμών των θέσεων τῶν ψύλλων 
ο νο αριθµόςτης θέσης του δεξιότερου ψύλλου, 
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Σημειώνουμε ὅτι ισχύει: δε On w. 


Θα δείξουμε ότι η ακολουθία (κ), κε Ν, είναι φραγµένη. Αυτό βε- 
βαίως σηµαίνει ότι η θέση του δεξιότερου ψύλλου θα είναι πάντοτε αριστε- 
ρότερα απὀ κάποιο σηµείο Μ της ευθείας. 

Έστω ὅτι κατά την (κ{)-μετακίνηση ο ψύλλος απὀ το σηµείο Αία) 
πηδάει πάνω από το σηµείο Β(8) και προσγειώνεται στο σηµείο Cie). Τότε 
θα έχουµες - ὃ-- λ(0 - α) ἡ ισοδύναμα λίς -α)τ (1  λκς - Β), οπότε 


.Ι-λ 
λ, 


Αν είναις 2 Μκ, τότε θε. Ξς και αφού πρέπει Ὁ ς ννς θα ισχύει 





δω -δς-σ-α ίς - Β). 


δε -δκ5 πο -) 2131” νι -νν) (1) 
Η παραπάνω ανίσωση αληθεύει και όταν είναι ο ς νι, αφού τότε 


Νε κ Ξθκαιδι -δ--ς-α20ο. 
Η ανίσωση (1} γράφεται ισοδύναμα ως 





Άννι " δκτὶ —* N. 
οπότε η ακολουθία .* * 


Μι -δι Είναι φθίνουσα, µε συνέπεια την ανί- 
λ 


σώση οκ ο νκ «θες ὰ 
Όμως, από την υπόθεση ὰ - ἵ ; ία - 1), προκύπτει ότι τ τ λ 5 πλ ή 


1 -π 20, οπότε μπορούμε να γράψουμε 


{αλ ι Ιλ 
J J R (η w. ω2/ J π)ν. 





Νᾳ-5ο027ρ,. κΕΝ. 








Έχουμε — --------- :γιακάθεκ ΕΙΝ. 
1 ο 


λ λ 
Επομένως η θέση του δεξιότερου ψύλλου ποτέ δεν ξεπερνά µία σταθε- 
ρά 
ῄ —— 
l λα [αλ] -π)᾽ 


λ 
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η οποία εξαρτάται απὀ τα π. λ. και τον αρχικό σχηματισμό τών ψύλλων, ὄχι 
όμως και απὀ τη στρατηγική τῶν μετακινήσεων. 

Άρα οι αριθμοί λ. που ζητάµε εἶναι αυτοί που ικανοποιούν τη σχέση 
λ2]Ι (η - 1). 


ΠΡΟΒΛΗΝΜΑ 4 

Ένας ταχυδακτυλουργός έχει εκατό κάρτες αριθμημένες απὀ το | 
µέχρι το 100. Ο ταχυδακτυλουργός τοποθετεί όλες τις κάρτες µέσα σε 
τρία κουτιά, ἕνα κόκκινο, ένα άσπρο και ἕνα µπ)ε κουτί, ἐτσι ώστε να 
υπάρχει τουλάχιστον µία κάρτα σε κάθε κουτί. 

Ἓνας θεατής επιλέγει τυχαία δύο κουτιά και βγάζει µία κάρτα από 
το καθένα. ὅτη συνέχεια αθροίζει τους αριθμούς που υπάρχουν πάνω 
στις δύο κάρτες και ανακοινώνει το άθροισµα. 

Με δεδομένο αυτό το άθροισμα, ο ταχυδακτυλουργός προσδιορίζει 
το κουτί απὀ το οποίο ο θεατής δεν έβγαλε κάρτα. 

Χα βρείτε πόσοι διαφορετικοί τρόποι υπάρχουν να τοποθετήσει ο 
ταχυδακτυλουργός τις εκατό κάρτες στα τρία κουτιά, έτσι ώστε να 
προσδιορίζει πάντοτε το κουτί από το οποίο δε βγήκε καµία κάρτα. 

(Δύο τρόποι θεωρούνται διαφορετικοί, όταν τουλάχιστον µία κάρτα 
βρίσκεται σε διαφορετικό κουτί.) 


Λύση 

Στη συνέχοια, όλοι οι αριθμοί που θα θεωρήσουμε θα είναι ακέραιοι 
μεταξύ 1 και 100, ενώ το χρώμα που θα αποδίδεται στον αριθµό { θα είναι 
το χρώμα του κουτιού στο οποίο ανήκει. Γράφουμε Κ. για το κόκκινο, Α για 
το άσπρο και Μ για το µπλε. Ὑποθέτουμε ὅτι οἱ κάρτες έχουν τοποθετηθεί 
στα κοινά τσι ώστε να ισχύει το ζητούμενο. 

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 


Περίπτωση | 

Υπάρχει κάποιο 1 τέτοιο ώστε οι αριθµοί1, {1 1 2 έχουν διαφορετι- 
κά χρώματα, έστω Κ-Α-Μ. 

Τότε, επειδή { -- (1 -- 3) Ξ (1 -- 1) * G * 2), το χρώμα του αριθμού 1 3 
πρέπει να είναι υποχρεωτικά Κ.. Πράγματι, αν το χρώμα του 1 3 ήταν Α, 
τότε απὀ το άθροισμα | * (1 -- 3) το κουτί που δεν έχει ληφθεί κάρτα είναι το 
Μ, ενώ από το άθροισµα G 2) το κουτίπου δεν έχει ληφθεί κάρ- 
τα είναι το K. δηλαδή απὀ ίσα αθροίσµατα προκύπτει διαφορετικό κουτί ᾱ- 
πό το οποίο δεν έχει ληφθεί κάρτα (άτοπο). 

Με τον ἴδιο τρόπο αποδεικνύεται ότι το χρώμα του αριθμού 1 - πρέπει 
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να είναι M. 

Βλέπουμε λοιπόν ὅτι η ύπαρξη τριών διαδοχικών αριθμών µε τρία δια- 
φορετικά χρώματα προσδιορίζει και το χρώμα του επόμενου αριθμού αλλά 
και του προηγούμενού τους αριθμού. 

Επομένως, είναι αρκετό να τοποθετήσουµε τους αριθμούς 1. 2, και 3 
στα τρία διαφορετικά κουτιά και αυτό µπορεί να γίνει κατά 3! -- 6 διαφορε- 
τικούς τρόπους. Στη συνέχεια, µε τον τρόπο που περιγράψαµε, στο ἴδιο 
κουτί µε το l θα µπουν και οι αριθμοί 4, 7...., 1060 (ισοὐπόλοιποι µε το |] 
modulo 3), στο κουτί του 2 θα µπουν και οι αριθµοί 5, 8. 1 Εν... 98 (ισοὐπό- 
λοιποι µε το 2 modulo 3), ενώ στο κουτίτου 3 θα µπουν και οι αριθµοί 6, 9, 
Ι2...., 90 (ισούὐπόλοιποι µε το 3 modulo 3). 

Οι παραπάνω 6 διαφορετικοί τρόποι τοποθέτησης των καρτών στα τρία 
κουτιά είναι δεκτοί, γιατί αθροίσµατα δύο αριθμών της µορφής ΚΑ, ΑΜ 
και Μ-:Κ. δίνουν διαφορετικά υπόλοιπα modulo 3, απὀ τα οποία ο ταχυδα- 
κτυλουργός θα προσδιορίζει το κουτί απὀ το οποίο δεν βγήκε κάρτα. 


Περίπτωση 2 

Ἔστω ὅτι δεν υπάρχουν τρεις διαδοχικοί αριθμοί σε τρία διαφορετικά 
κουτιά. Έστω ακόμη. ὅτι το 1 έχει χρώμα Κ. και ότι 1 είναι ο μικρότερος ᾱ- 
ριθµός που δεν έχει χρώμα Κ.. Ἔστω ότι το χρώμα του l είναι Α και ότι ο µι- 
κρότερος µε χρώμα Μ είναι ο κ. Επειδή υποθέσαµε ὅτι δεν υπάρχει διάδο- 
χική τριάδα αριθμών τῆς µορφής Κ-Α-Μ, θα ισχύει! «κ. : 

Αν είναι κ: 100, τότε απὀ την ισότηται «κα - Ἰ)τ (κοκ 
πρέπει να έχει χρώμα Κ. αφού xui o - 1 έχει χρώμα Κ.. Επιπλέον απὀ την ι- 
σότηται (κ ])τα 1) εκανκς ι0ῦ,σ αριθμός 1 -- 1 πρέπει να έχει 
χρώμα Μ, που είναι άτοπο γιατί ο μικρότερος αριθμός µε χρώμα Μ είναι ο 
κκαι! τ Τ «κ. Επομένως θα είναικ- 100. 

Επίσης απὀ την ισότητα (ἵ - 1) -- 100 Ξ i -- 90 προκύπτει ότι ο αριθµός 
90 έχει χρώμα Α. Αν υπήρχε αριθµός Σ 1 µε χρώμα Κ. τότε από την ισότη- 
τα! 00 Ξ (ι- 1) -- 100 ο αριθµός { - 1 πρέπει να έχει χρώμα Μ, που είναι 
άτοπο γιατί ο μικρότερος αριθμός µε χρώμα Μ είναι ο 100, 

Επομένως, στην περίπτωση αυτή έχουµε την κατανομή 

11 ο ο) Μ: 100, 


η οποία επαληθεύει το ζητούμενο, αφού για άθροισµα μικρότερο ἡ ίσο του 
Ι00 δεν έχει βγει κάρτα απὀ το κουτί Μ, για άθροισμα 101 δεν έχει βγει 
κάρτα απὀ το κουτί Α, ενώ για άθροισμα μεγαλύτερο του 101 δεν έχει βγει 
κάρτα απὀ το κουτί K. 

Ο αριθµός των διαφορετικών κατανοµών των εκατό αριθμών στην πε- 
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ρίπτώση αυτή είναι 3! - 6. 
Επομένως, υπάρχουν συνολικά 12 διαφορετικοί τρόποι. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5 

Να εξετάσετε αν υπάρχει ἡ όχι θετικός ακέραιος ῃ έτσι ώστε: 

ο η να διαιρείται µε ακριβώς 2000 διαφορετικούς πρώτους αριθ- 
μούς, και ο αριθµός 2" -- I να διαιρείται µε τον Π. 


Λύση 
Η απάντηση είναι ὁτι υπάρχει ο ζητούµενος αριθμός π. Για την απόδει- 
ξη θα χρησιμοποιήσουμε την ακόλουθη πιο γενική βοηθητική πρόταση: 


Λήμμα 1 Γιακάθεκ ε ΝΑ υπάρχει ῃ -- π(κ) ΕΝ τέτοιο ώστε: 
[2 ΕΙ, 3/π, 
και ο η έχει ακριβώς κπρώτους διαιρέτες, 


Απόδειξη 

Θα χρησιμοποιήσουμε την αρχή της μαθηματικής επαγωγής ὡς προς το 
θετικό ακέραιο κ. 

Γιακς 1. είναι η Ξξ π(1}Ξ 3. 

Υποθέτουμε ὅτι για το κ 2 1, υπάρχει θετικός ακέραιος π(κ) ⸗ 3): {µε 
Ιὰ 1 και 2 ῃ1, που ικανοποιεί τις συνθήκες του λήμματος . Τότε ο αριθμός 
π * π(κ) είναι περιττός, οπότε 3|2 1, Χρησιμοποιώντας την ισότητα 
(23 4 (23. - 23 -ε 1) Ξ 233" -ς 1 λαμβάνουμε ότι Ἆη | 2)" ο Ι. 

Σύμφώνα µε το Λήμμα 2 που θα ακολουθήσει, υπάρχει πρώτος αριθµός 
Ρ τέτοιος ώστερ| 2” -Ε Ι καιρ[ 2" - Ι. 

Επομένως ο αριθµός η - nſx* 1) - Ἀρη(κ) ικανοποιεί τις συνθήκες του 
λήμματος γιατονκ- |. 


Λήμμα 2. Για κάθε ακέραιο α 5 2 υπάρχει πρώτος αριθµός p τέτοιος 
ώστερ][α) « Ἱκαιρ]α-]. 


Απόδειξη Έστω ὅτι δεν ισχύει το ζητούμενο για κάποιον ακέραιο α 5 2. 
Τότε κάθε πρώτος διαιρέτης του αἲ -α 3 | διαιρεί τον αριθµός α 4 ἶ. Από 
την ταυτότητα α. -α- Ἱτί(α-]χκα-2)43, 

Προκύπτει τότε, ότι ο 3 είναι ο μοναδικός πρώτος διαιρέτης του 
αἲ -α Έ 1, δηλαδή ο αἲ -α είναι µία δύναμη του 3. 

Επίσης, επειδή ο α -- ἵ είναι πολλαπλάσιο του 3, και ο α - 2 θα είναι 
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πολλαπλάσιο του 3. Επομένως, ο αριθμός αἲ -α { 1 διαιρείται µε το 3, όχι 
όμως και µετο 9. 

Επειδή ο αριθμός αἲ -α - 1 είναι µία δύναμη του 3, χωρίς να διαιρείται 
µε το 9 - 33 έπεται ὅτι θα είναι αἲ -α - 1 3,που είναι άτοπο, γιατί για 
α2 2ισχύειότια.-α 1323. 


ΠΡΟΒΛΗΝΜΛό 

Έστω ΑΗι, ΒΗ:, «Ην τα ύψη ενός οξυγώνίου τριγώνου ΑΒς. ο εγ- 
γεγραμµένος κύκλος του τριγώνου ΑΒΟ εφάπτεται των πλευρών BC. 
CA, AB στα σηµεία Τι, Τε, Τε, αντιστοίχως, Έστω ακόµη ότι οι ευθείες 
ῃι. αι, Τι είναι οι συμμετρικές ευθείες τῶν ευθειών H. M. ΗΕ. ΠιΗ: ῶς 
προς άξονες τις ευθείες Τον, Ἐν Εν, Ἐν Τε, αντιστοίχως. 

Να αποδείξετε ότι οι ευθείες ἓν, h. h καθορίζουν ένα τρίχὠνο του ϱ- 
ποίου οι κορυφές βρίσκονται πάνω στον εγγεγραμμένο κύκλο του τρι- 
γώνου ABC. 


Λύση 

Για την επίλυση του προβλήματος αυτού, που ήταν και το δύσκολο θέ- 
μα της δεύτερης ημόρας της Ολυμπιάδας, πρέπει κάποιος να πραγµατο- 
ποιήσει τα εξής βήματα; 






—2 
— 
— 
—* 
— 

B TH ς 

Σχήµα 1309 
) Nao αποδείξει ότι είναι Ἡ  ΒΟ και ομοίως [1 ΑΟ, AB. 

Π) Να αποδείξει ότι το συμμετρικό του Η; ὡς προς την ευθεία ΤΟΤ. βρί- 
σκεται πάνω στη διχοτόµο της γωνίας Β, δηλαδή θα είναι το σηµείο το- 

µής της διχοτόµου της γωνίας Β µε την ευθεία li. 
ΠΠ) Αν το συμμετρικό του Τ; ὡς προς τη διχοτόµο της γωνίας Β εἶναι το 
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σηµείο Μ., να αποδείξει ὅτι το Μ; ανήκει στον εγγεγραμμένο κύκλο 

του τριγώνου ΑΒΟ και ότι είναι ΡΜ; { Βο. 

Σύμφωνα µε τα παραπάνω και λαμβάνοντας υπόψη αυτά που μπορούν 
να αποδειχθούν ομοίως για τα σηµεία Η:, Ηι και Τε, Τι, προκύπτει ότι οἱ 
ευθείες li. 1, Ἡ τέµνουν τον εγγεγραμμένο κύκλο του τριγώνου ΑΒΟ στα 
σηµεία Μι, Μα, Μη που είναι συμμετρικά των σημείων Τι, Τε, Τι ὡς προς 
τις διχοτόµους τῶν γωνιών Α, Β και C αντιστοίχως, 


Απόδειξη (ϱ, 

Αν είναι Β Ξ Ο, η απόδειξη είναι προφανής, αφού ΤοΤι | Η2Η: | Βο, 
Ὑποθέτουμε ότι είναι Β νε 6 και ὅτι οἱ ευθείες Halla. TeTa τέµνουν την ευ- 
θεία ΒΟ στα σηµεία Ὦ, E αντιστοίχως,. Τότε τα Ὦ, Ε βρίσκονται προς το {- 
διο µέρος του ευθυγράµµου τµήµατος Β6 (γιατί:). Επιπλέον έχουµε 

Α 





Σχήµα 140 


ΒΡΗ, -[ 180: - Β -ΒΗΤΗ,|ΞΙ180” -Β - 1401-60: Ξ/6-8ἱ 


ΒΕΤ. ΞΙΑΤ.Τ, -Β|- Σ 180’ R 6.8 


Επειδή η 1 είναι συμμετρική της ευθείας Η)Η: ὥς προς την ευθεία ΤΟΤ. 
θα έχουµε; ΜΚΗΞ-2:ΡΚΤ. 
Επιπλέον ισχύει 


ΡΚΤ,Ξ ΒΡΗ. -ΒΕΤ. [0 -Β[ σσ κ). ΒΕΤ. 





Επομένως, έχουµε: ΜΚΏ Ξ.2: ΒΕΤ, - ΒΗΗ., οπότε θα είναι και 1 | Βο. 


Απόὂδειξη (1) 
Ἔστω ευθεία 1 που περνάει απὀ το Η; και είναι κάθετη προς την Τ1Τ., 
Υποθέτουμε ότι η διχοτόµος Β! τέμνει τις ευθείες ΤζΤι και | στα σηµεία 5 
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και Ρ αντιστοίχῶώς. Σημειώνουμε ότι τὸ σηµείο 5 ανήκει και στα δύο ευθύ- 
γραμµα τµήµατα Τ2Τ: και ΒΡ. 

Για να δείξουμε ὅτι το σηµείο Ρ είναι συμμετρικό του Η; ὡς προς την 
ευθεία ΤΟΤ:, αρκεί να δείξουμε ότι ΡΡΗ; Ξ 2: Ρ5Τ:, 

Έχουμε Ρ5Τ; Ξ Β5Τ: και απὀ το θεώρημα εξωτερικής γωνίας στο τρί- 
γῶώνο Β5Γ. είναι 


91Ο) 


Β5Τ. - ΑΤ:5 -Τ.Β5 boo — 
Όμως Β5Τ, Ξ Β5Τ, Ξ 5 λόγω συμμετρίας περί τη Bl. οπότε θα είναι 


α- 


και βΐΤι---- ΙΟΤ, ἡ 51, - ΙΟΤ:. 


Σημειώνουμε ὅτι τα σηµεία « και » βρίσκονται στο ίδιο ημιεπίπεδο ὡς 
προςτην ΤΤι, αφού ΒΤΙΣ - 90” -ε 3 » 005, 


Επομένως, απὀ την ισότητα Ι5Τ ι Ξ ΙΟΤ ι έπεται ὅτι το τετράπλευρο 
ΡΙΤΙΟ είναι εγγράψιµο, οπότε 150 Ξ ΤΤΙΟ Ξ 90”. Ἆρα και το τετράπλευρο 
BCS eivdi .εγγράψιµο, αφού και ΒΗοΟ 3 ο0ῦ οπότε 
Ρ5Η: (52. PST.. 


Απόὂειξη (11) 

Η διχοτόµος ΒΙ είναι άξονας συμμετρίας του εγγεγραμμένου κύκλου ο- 
πότε το συμμετρικό Μ; του Τ; ὡς προς τη διχοτόµο ΒΙ βρίσκεται πάνω 
στον εγγεγραμμένο κύκλο, 

Επιπλέον, απὀ το εγγράψιµο ΒςΗ:5 και λόγω συμμετρίας των Ρ και Η; 


ὠςπροςτην Τ2Τ., θα έχουµε ΒΡΤ; Ξ ςΗ.Τ, Ξ 5 


Οπότε, αφού το Μ; είναι συμμετρικό του Ta ὡς προς τη διχοτόµο ΒΙ, 
λαμβάνουμε — 
bp. ⸗ Bpt Cõp. δηλαδή είναι ΡΜ. BC. 


